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Abstrakt

Téato diplomovéa praca sa zaobera studiom metrickych vlastnosti euklidovského
priestoru. Okrem teoretického odvodenia jednotlivych vlastnosti obsahuje riesené
priklady tykajuce sa danej problematiky. Jej stcastou su aj nerieSené tlohy s vy-

sledkami.



Abstract

This diploma work deals with metric characteristics of euclidean space. It con-
tains a theoretical deduction of individual characteristics and some solved examples

related to given problematics. It also includes unsolved tasks with their solutions.
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Uvod

Cielom tejto diplomovej prace bolo spracovat metrické vlastnosti euklidovského
priestoru a pripravit tak ucebny text s rieSenymi prikladmi a nerieSenymi tilohami
pre studentov strednych skol.

Praca je rozclenené do piatych kapitol a kapitoly do jednotlivych podkapitol.
Kazda podkapitola obsahuje rieseny vzorovy priklad a tlohy na samostatné riesenie
s vysledkami. Je bohato ilustrovana obrazkami a prikladmi na lepSie pochopenie
vyznamu viet a definicii.

Na zaciatku préace su definované pojmy a oznacenia, ktoré budeme v praci po-
uzivat. Predpokladéme, Ze Studentom st zndme pojmy a vlastnosti geometrickych
utvarov netykajice sa metrickych vlastnosti.

V prvej kapitole je definovana velkost vektora, skalarny stacin vektorov, vekto-
rovy sucin vektorov a zmiesany sucin vektorov. Na tieto pojmy sa odvolavame v
dalSich kapitolach.

Druhé kapitola je venovana odchylke dvoch priamok, priamky a roviny a dvoch
rovin.

Tretia kapitola sa zaoberéd vzdialenostou dvoch mnozin, konkrétne vzdialenos-
tou bodov, priamok a rovin.

Posledné dve kapitoly sii venované obsahom mnohouholnikov a objemom mno-
hostenov. Pri obsahoch mnohouholnikov sa stistredime najmé na obsah trojuhol-
nika, ktory potom vyuzivame pri vypocte obsahu mnohouholnika. Pri objemoch
mnohostenov sa zaoberame najmé objemom Stvorstena, ktory zase vyuzivame pri

vypocte objemu mnohostena.



Pojmy a oznacenia

Budeme pracovat v euklidovskej rovine a euklidovskom trojrozmernom pries-
tore. Symbolom E,,, n € {2,3} budeme oznacovat euklidovski rovinu (pre n = 2),
euklidovsky trojrozmerny priestor (pre n = 3).

Zéaroven prepokladame, ze v E, je dana kartezianska ststava suradnic, teda
kazdému bodu X v tejto stistave stradnic je priradend usporiadana n-tica realnych
Cisel [xq, xa, . . ., 2], kde x; je i-t4 stradnica bodu X. A naopak kazdej usporiadane;j
n-tici realnych ¢isel odpoveda prave jeden bod priestoru E,. Teda bod X budeme
stotoznovat s usporiadanou n-ticou [z, xg, . .., Z,).

Body oznacujeme velkymi pismenami, ich stiradnice malymi pismenami. Su-
radnice bodu budeme pisat do hranatych zatvoriek, napriklad bod P = [py, ps]
oznacuje bod euklidovskej roviny, bod @ = [q1, g2, 3] oznacuje bod euklidovského
trojrozmerného priestoru.

Vzdialenost dvoch bodov A = [ay, as, ..., a,], B = [b1,bs, ..., b,] euklidovského

priestoru je definovana predpisom

d(A, B) = /(b — @) + (b — @2)* + -+ + (by — a)’. (1)

Takto definovand vzdialenost mé nasledujtice vlastnosti

(VA, B € E,) d(A, B) > 2)
(VA,BGE)d(A,B)—O@A:B, (3)
(VA, B € E,) d(A, B) = d(B, A), (4)
(VA, B,C € E,) d(A, B) + d(B,C) > d(A, C). (5)

Usecku s krajnymi bodmi A, B ozna¢ujeme AB. Orientovani tisecku so zaciat-
kom v bode A a koncom v bode B budeme oznaovat AB. Opacne orientovant
usecku k orientovanej tsecke AB budeme oznacovat —AB.

Priamku p, ktora prechadza bodom A a ma smerovy vektor & budeme strucne
oznacovat symbolom p(A, ). Priamku p = {[z,y]; ax + by + ¢ = 0} budeme
zjednodusene zapisovat p : ax + by + ¢ = 0.

Rovinu p, ktora prechddza bodom A a ma smerové vektory «, v budeme struc¢ne
oznacovat symbolom p(A, i, V). Rovinu p = {[x,y, 2| : ax+by+cz+d = 0} budeme
zjednodusSene zapisovat p : ax + by + cz + d = 0.

Podobne ako bodu, aj vektoru euklidovského priestoru je v kartezianskej stistave

stradnic priradena prave jedna usporiadand n-tica redlnych cisel. Navyse kazdej



usporiadanej n-tici redlnych ¢isel odpoveda prave jeden vektor. Vektory budeme
stotozniovat s usporiadanymi n-ticami.

Vektory budeme oznacovat malymi pismenami so Sipkou napriklad 5. Na rozli-
Senie vektorov od bodov budeme stradnice vektorov pisat do okruhlych zatvoriek
t.j. § = (s1,82,...,8,), kde s; je i-ta suradnica vektora 5. Nulovy vektor budeme
oznacovat symbolom 0. Nasobok vektora i realnym ¢islom a budeme oznadovat
aii. Opaény vektor k vektoru @ budeme oznacovat —d. Mnozinu vSetkych vektorov

priestoru [E,, oznacujeme V,,.



1 Zakladné vlastnosti vektorov

1.1 Velkost vektora

Definicia 1.1.1 Velkost vektora v je vzdialenost koncovych bodov lubovolnej orien-

tovanej usecky, ktora vektor v reprezentuje.

Obr. 1: Velkost vektora @

Poznédmka. Ak vektor ¥ je reprezentovany orientovanou tuseckou z@, tak velkost
vektora ¥ je vzdialenost bodov A a B (vid obr.1).

Velkost vektora ¥ budeme oznacovat ||7]|.

Veta 1.1.1 Nech U = (vq,vg,...,v,) € V,,. Potom

a1l = \fo? + 03+ + o2 (6)
Dokaz. Nech U = (vq, g, ...,v,) je lubovolny vektor z V,, a nech
A =ay, as, ..., a,] je Tubovolny, ale pevny bod priestoru E,. Polozme B = A + ¥,

teda B = [a1 + vy, a9 + Vo, ..., Qy + Uy).

Podla definicie 1.1.1 a definicie vzdialenosti dvoch bodov dostavame
[v] = d(A,B)=

= \/(a1+vl—a1)2+(a2+vg—a2)2+---+(an+vn—an)2:
= \/v%—l—v%—l—---—l—v%.

q.e.d.

Priklad 1.1.1 Vypocitajte velkost vektora « = B — A, ak A = [1,2,1] a B =
3,3, 4].

Riesenie. Pre vektor o plati
Ut=B—-A=(3-1,3-24-1)=(2,1,3).

Podla vety 1.1.1 mame

lif] = V22 + 1% + 32 = V14,



Veta 1.1.2 Pre velkost vektora plati
(1) (Vi e Vy) [|d] = 0,

(2) (V0 eV,) ||V =0 7=0,

(3) Va € R) (V0 € V) [lad] = |afl[7]],
(4) (Va7 € Vy,) || + 0| < |[al| + [|7]]-

Dokaz. (1) Nech U = (vy,va,...,v,) je lubovolny vektor z V,,.
Podla vety 1.1.1 plati

| = \/op+ -+ 02 2 0,

(2) Nech ¢ = (v1, v, ...,v,) je lubovolny vektor z V/,.
Podla vety 1.1.1 dostavame

21l = /o + 3+ -+ o2,

Velkost vektora je teda rovna nule vtedy a len vtedy, ak sturadnice vektora o st
nulové, ¢ize ak v = 0.
(3) Nech U = (v1,v9,...,v,) je lubovolny vektor z V,,.

Kedze pre « nésobok vektora ' plati av' = (awvy, avs, ..., av,), potom podla

vety 1.1.1 mame

ladll = /() + (au2)? + -+ (aun)? =

= |oz|\/v%+v§+---+v,%z

= lofll7]].

(4) Nech #, U st Iubovolné vektory z V,, a nech A je Tubovolny, ale pevny bod

priestoru E,,.

Polozme

B=A+1,

C=B+7.
Cizeii=B— A, 1 =C — B,
i+ v=C— A

Podla definicie 1.1.1 plati ||| = d(A, B), ||V]| = d(B,C) a ||u + || = d(A, C).

Vychadzajuc z vlastnosti vzdialenosti dvoch bodov ziskavame

@ + [|7]] = d(A, B) + d(B,C) > d(A,C) = || + .



Priklad 1.1.2 Na osi z néjdite taky bod C, ze vektory A — C' a B — C maju
rovnaki velkost, ak A = [—4,—3] a B = [2, 3].

Riesenie. Kedze bod C' lezi na osi z, potom existuje realne ¢islo c také, ze C' = [c, 0].
Z toho,ze A—C =(—4—¢,—-3), B—C = (2 —¢,3) a velkost vektorov A — C
a B — C je rovnaka, podla vety 1.1.1 dostavame

(=4 =c,=3)| = [[2—¢3)
V(4 —c)2+ (=32 = (2—1c)?+ 32
7 toho po uprave mame
c=—1.

Teda suradnice bodu C' st [—1,0].

CvicCenia
1.1.1 Urcte velkost vektora v, ak
a) U= (3,—-3);
b) 7= P—Q P=[6%]aQ=4)
C) U= (_47 87 _8)7
Q) T=B-A, A=[-2,3,4aB = [4,-6,2].

1.1.2 Najdite vSetky vektory velkosti 1, ktoré st nasobkom vektora #, ak

a) 4= (7,7);
b) @ = (6,3,2).

1.1.3 Urcte chybajtucu suradnicu vektora u, ak
a) ||ul] = 34, @ = (=16, z);
b) [[dl] = 14, @ = (~6,4,2);
c) ||u]| =15, @ = (=, 10, —2).

1.1.4 Vypoditajte velkost vektora @ = a@+b, ak ||@|| = 11, ||b]| = 23 a ||a@+b]|| = 30.

1.1.5 Zistite pre aké vektory da, b plati
a) [l@+ b = llall + (bl

b) lla@+b]l = llal — 1]
¢) lla@ = bll = fla@) + (1Bl
d) lla@ — bl = fla| - 1]l
e) [l — bll = [1Bl| — llall-



1.2 Skalarny sucin vektorov

Definicia 1.2.1 Nech i, v € V,,. Redlne cislo
Lo o 12 12
LU el T el ) (7)
nazyvame skaldrny sucin vektorov @ a v .
Skalarny stcin vektorov « a ¢ oznacujeme w - U, alebo len 4t/
Veta 1.2.1 Nech @ = (ug,ug,...,u,) € V, a ¥ = (v1,02,...,0,) € V,,, potom
U- U= Uuvy + UgUy + + - + upUy,. (8)

Dokaz. Podla definicie 1.2.1 a vety 1.1.1 dostavame

L. 1
i-v = 5((ul+v1)2+(u2+v2)2+---+(un+vn)2—
R RTINS SRR

Po jednoduchej tiprave mame

1
— = 2 2 2 2 2 2
u-v = §(u1—|—2u1v1+vl+u2+2uQv2+"02+---+un+2unvn+vn—
2 2 2 2 2 2\
U Uy T U, U Uy ) =

= ULV + UoVg + -+ + + UL V,.
q.e.d.
Priklad 1.2.1 Vypocitajte skalarny stcin vektorov u, v, ak @ = (4,3) a v = (1, 7).
Riesenie. Podla vety 1.2.1 plati

u-v=4.143.7=25.



Veta 1.2.2 Pre skaldrny sucin vektorov plati
(1) (Vu,veV,) u-
(2) (Va € R) ( Vi, v
(3) (Vi )

(
(
(4) VieV ) U >0,
(5) (VieV,)u-du=0 & d=0,
(6) (Vi € V) i - @ = ||i]]?,
(7) (v, v € Vo) |- 0] < [l |2]],
(8) (Vii, 7 € V,,) it - v = 5(||]|* + [|]* — | — ).

Dokaz. Podla vety 1.2.1 v jednotlivych pripadoch méame
(1)

— —

U+ U= UV + UV + *  + + UpUy, = V31U + Volg + + -+ + VU, = U - U.

(2)

(o) - T = auivy + augvg + - -+ + qupv, = a(ugvy + ugva + -+ - + uyvy,) = ad - 7).

(@+7)- W = (ug+v)wy + (uz + ve)wg + -+ + (up + vy)w, =
= (wwy + ugwg + + - - + Upwy,) + (Viwy + vowy + - - + VW) =

—

= U-W+U-W

—

2 2 2
SU = ULUY F UgUg + - - - F UpUy = U]+ UG + -+ U,

1

Vyraz u? +u3 + -+ -+ u2 je nezdporny, teda dostavame

w-u > 0.

()

2 2 2
SU = ULUY + UgUg + - - - F UpUy = U]+ Uy + -+ U,

i~

Vyraz uf+u3+---+u? je rovny nule prave vtedy a len vtedy, ak stradnice vektora
i su rovné nule, teda ak u = 0.

6) Podla vety 1.2.1 a vety 1.1.1 plati

( y y

£

= Uy Ul . Uty = UE Ul L Ul = ||

(7) Definujme funkciu f : R — R predpisom f(t) = (4 + tv) - (4 + t¥). Po

roznasobeni méame f(t) = 20 - 0 + 2tu - U + 4 - .



(2t - 0)? —4(v- V) (@ @) < 0
(@) = aPl7]* < o

(@-0)° < |lal’|lo]”.
Kedze velkost vektora je podla vety 1.1.2 nezaporné reélne ¢islo, tak po odmoc-
neni dostavame
@ - 7] < [|all[|7]].
(8) Podla definicie 1.2.1 a vety 1.1.1 méame

L. . L 1
Ul + 1191 = 17 = 3°) = Sug + -+ +ug + v+ F o =

—(ur —v1)* = -+ = (Up — v)?) = UrVL + UgV2 + -+ Uy, = U - T
q.e.d.
Definicia 1.2.2 Nech u, v € V,, st nenulové vektory. Odchylkou vektorov wu,v

rozumieme redlne ¢islo a € (0, ), pre ktoré plati

2—[—»

e ©)

Cos o =

Odchylku vektorov « a ¥ budeme oznacovat od(, V).

Obr. 2: Odchylka vektorov @ a v

Poznédmka. Velkost dutého uhla BAC je rovna odchylke vektorov @ = B — A,
v =C — A (vid obr.2).

Priklad 1.2.2 Vypocitajte odchylku vektorov u, v, ak @ = (6, —8) a v = (12,9).
Riesenie. Podla vety 1.2.1 a vety 1.1.1 plati

-7 = 612+ (—8).9=0,
ldll = 6+ (=8)* =10,
17 = V122492 =15.

Podla definicie 1.2.2 mame

7 toho



Definicia 1.2.3 Hovorime, Ze nenulové vektory i, v su kolmé (ozn. uLv), ak ich

odchylka je rovnd 7.
Veta 1.2.3 Nenulové vektory u, v € V,, su kolmée vtedy a len vtedy, ak @ - v = 0.

Dokaz. Podla definicie 1.2.2 skalarny sucéin vektorov i, ¥ je rovny nule vtedy a

len vtedy ak
[[[[[7]] cos(od(i, 7)) = 0.

KedZe vektory # a ¥ st nenulové, tak podla vety 1.1.2 je to prave vtedy, ked
velkosti vektorov @ a ¥ st nenulové. Teda ||]|||U|| cos(od(@,T)) = 0 vtedy a len
vtedy, ak

cos(od(u, v)) = 0.

7 vlastnosti funkcie cosinus mame

od(i7, ) = g

A teda vektory u, ¥ st navzajom kolmé.

Z definicie skalarneho sucinu a z vlastnosti funkcie cosinus dostavame
(1) ak @v' > 0, tak uhol « je ostry (vid obr.3),
(2) ak 4t = 0, tak uhol « je pravy (vid obr.4),
(3) ak wv' < 0, tak uhol « je tupy (vid obr.5).

Obr. 3: v > 0 Obr. 4: 4o =0 Obr. 5: w0 < 0

Priklad 1.2.3 Dokazte, ze body K = [2,—1,3], L = [1,1,1], M = [0,0,5] st

vrcholy trojuholnika a vypocitajte velkosti jeho vnutornych uhlov.

Riesenie.
M
Polozme
U = L-—K=(-1,2,-2),
v = M-K=(-212),

W o= M—L=(-1,-1,4).

Sporom. Predpokladajme, ze body K, L, M lezia na jednej priamke. Potom vektory

10



U a U su smerové vektory tejto priamky. Teda existuje realne ¢islo k také, ze vektor

i je k-nasobkom vektora @. Cize plati (—1,2, —2) = k(—2,1,2), t.j.

1 = -2
2 = k
—2 = -2k

Tato ststava nemé riesenie, teda vektor # nie je nasobkom vektora #. Cize body
K, L, M nelezia na jednej priamke, a teda st vrcholmi trojuholnika.

Pre velkost o uhla pri vrchole K mame
@l = V(=12 +22+(-2)> = V9,

(_
17 = V2P + P+ = V8,
70 = (—1).(=2)+2.1+(-2).(2) =0,

<y

- U
cosa = =0.

[l

£y

Ztohoa:g.

Podobne pre velkost 3 uhla pri vrchole L dostavame

|-l = V(2P 2 = Vo,
] = VDR (D2 4 = VS,

(=) - = 1.(=1)+(=2).(-1)+24 =09,

cosf = ) =

5
5
S

Z toho § = T.
Podobne pre velkost v uhla pri vrchole M dostavame v = 7 (to vyplyva aj z
toho, ze v trojuholniku plati o + 5 + v = 7).

Cvicenia

1.2.1 Vypocitajte skalarny sucin vektorov u, v, ak
a) U= (2,1), v= (L,3);

b) @ = (2,—1), 7= (3,6);
Q)i =(-1,2,1), 7= (4,1,2);
d) 7= (2,1,4), 7= (4,2,8).



1.2.2 Urc¢te skalarny sucin vektorov u, v, ak « = B— A a v = C — A, kde
A=[3,2,1], B=1[1,-3,0], C =0,2,5].

1.2.3 Na,Jdlte realne c¢islo z tak, aby platilo @ - ¥ = —2, ak
) ( ) U= (4,x,-2);
) U= (0, —3,2), U= (z,4,5).

1.2.4 Vypocitajte odchylku vektorov u, v, ak
a) 4= (1,-2), 0= (2,1);
b) i =(2,—1,1), 7 = (2,3,—1).

1.2.5 Urcte skalarny sucin vektorov a, 5, ak
a) ||| =5, [|b]] =8, od(@,b) = &

b) [|d|| = [|b]] = 3, od(d,b) = 3

c) [la =1,b=-3a

1.2.6 Na osi z najdite taky bod M, aby vektory (M —A) a (M — B) boli navzajom
kolmé, ak

a) A=[0,1], B = [5,6];
b) A=10,1,3], B=[-5,3,-3].

1.2.7 Zistite odchylku vektorov u, v, ak ||u|| = 2, ||v]| = 4 a vektory @ = @ + v,

b = 3i st navzajom kolmé.
1.2.8 Dokéite, 7e vektory @ a 7 st navzéjom kolmé, ak 7 = (b2)d@ — (@d)b.

1.2.9 Zistite, ¢i Stvoruholnik s vrcholmi A = [5,2,6], B = [6,4,4], C = [4, 3, 2]
a D =[3,1,4] je stvorec.

1.2.10 Vypocitajte skalarny sucin vektorov a, l;, ak @ = B — A, b =C — B,
d(B,C)=5,d(A,C)=6,dA,B)="T1.

1.2.11 Body A = [-3,2], B = [2,4] st susedné vrcholy $tvorca. Pomocou skalar-

neho stéinu uréte jeho dalSie dva vrcholy.

1.2.12 Pouzitim skaldrneho stucinu uréte velkost vektora @ = L — A, ak L je stred
strany BC rovnobeznika ABCD, d(A, B) =5,d(B,C) =6aod(D—A,B-A) = 3

12



Vysledky

1.2.1a)5,b)0,¢)0,d)42.1.2.22.1.2.3 a) 0, b) nema riesenie, c) pre kazdé = € R.
1.2.4 a) T, b) T. 1.2.5 a) 20, b) —22, ¢) —3. 1.2.6 a) [2,0], [3,0], b) [~6,0,0],
1,0,0]. 1.2.7 2. 1.2.9 4no 1.2.10 —19. 1.2.11 ¢, = [4,-1], D; = [-1,-3],
Cy = [0,9], Dy = [-5,7]. 1.2.12 1/19.

1.3 Vektorovy sucin vektorov

Definicia 1.3.1 Nech @ = (uy,us,u3) a U = (v1,v2,v3) si vektory patriace Vj.

Potom vektor
W = (ugvg — VU3, U3V — V3U7, UV — V1Us) (10)
nazyvame vektorovym sucinom vektorov i, U.
Vektorovy sucin vektorov u, ¥ budeme oznacovat u x 7.
Priklad 1.3.1 Vypocitajte vektorovy suéin vektorov @ = (2,2,0) a ¢ = (0, 5,0).

Riesenie. Pre ilustraciu vid obr.6.
PodTla definicie 1.3.1 plati

i x 7= (20-50,0.0—-0.2,25-0.2) = (0,0, 10).
Obr. 6: Vektorovy sucin vektorov , v

Lema 1.3.1 Pre lubovolné vektory i, v € V3 plati

17 9* = [|@])*|17]* — (- 9)*.

Dokaz. Vyuzitim vety 1.1.1 a definicie 1.3.1 po jednoduchych tpravach dostéa-

vame

I

Hﬁ X U = (u2U3 — UQU3)2 + (u;),vl — 03U1)2 + (U1U2 — U1U2)2 =

2, 2 2, 2 2,2 2, 2
= UV; — 2UgU3Vau3 + VyU3 + uzv] — 2uzv1vsu; + vug +

2,2 2,2
+ujvs — 2u1v9v Uy + ViU =

2 2 2 9 2 2 2 2 2 92 2 2 2 2 2 9
= (u203 + vyusz + uzv] + vzu] + ujvy + viu, + ujvy + uyvy; +
2 2 2 2 2 2 2 2
+uzv;) — (Ujvy + usv; + uzv; + 2usvsvaus + 2usv1vsUy +
+2uy vavyUug) =

= (uf +ul +ud) (v + v3 4+ v3) — (urvy + ugvy + uzvs)?.

13



Podla vety 1.1.1 a vety 1.2.1 mame

I x @) = [lal|*|o]]* — (@ - 9)*.

Veta 1.3.2 Vektorovy sucin ma nasledujice vlastnosti
(1) (Vu,v € V3) (4 x ¥) -4 =0,

(2) (Vu,v € V3) (4 x ¥) -7 =0,

(3) (vit, 7 € V) [l x ]| = |[a]]|5]] sin(od(@, 7)).

Dokaz. (1) Podla definicie 1.3.1 a vety 1.2.1 plati

(?I X ?7) U = (UQU;; — ’U2U3)U1 —+ (ugvl — 'U3U1)U2 + (Ul’UQ - U1UQ)U3

= UUV3U1 — V2U3U7 + U3V1Ug — V3U1U2 + U1V2U3 — V1UU3 = 0.

(2) Podobne ako v ¢asti (1) dostavame

(ﬁ X 17) U = (UQ’Ug — "Ung)’Ul -+ (U?,Ul — ’U3U1)U2 + (U1U2 — Ul’lLQ)Ug

= UQUV3V1 — VU3V71 + U3V1V2 — V3U1V9 + U1V2V3 — V1UV3 = 0.

(3) Podla lemy 1.3.1 méame
1@ > T = @l [|7]* — (u-v)*.
Ak ozna¢ime o = od(w, v), tak podla definicie 1.2.2 plati
1@ > T)* = [|a@]*]|o]* — [[@]]*[|7]]* cos® e
Kedze sin? @ = 1 — cos? «, potom dostévame
1@ % 8% = [[@]]*[|]|*(1 - cos® &) = [|d]|*]|0]|* sin® cv.

Kedze a € (0,7), potom sinaw > 0. Podobne ||| > 0 aj ||¢]] > 0. Teda
predchédzajica rovnost implikuje

[ > @] = ||al]]|v]] sin e,

Priklad 1.3.2 Vypoditajte ||u x ]| , ak ||u|| = 3, ||V]| =5 a od(u, V) =

s
1

14



Riesenie. Podla vety 1.3.2 mame

T 152
U X U] =3.5.8in — = ——.
||a x | sin - 5

Dosledok 1.3.3 Pre lubovolné vektory i, v € V3, vektor i X U je rovny nulovému

vektoru vtedy a len vtedy, ak vektory 4 a U su linedrne zdvislé.

Dokaz. Ak vektor @ x U je nulovy vektor, tak podla vety 1.1.2 jeho velkost je
nula.

Podla vety 1.3.2 mame
[d > ]| = [|a]}[|7] sin(od(d, 7).

Teda ||u x ¥]| sa rovna nule, ak ||| = 0, alebo ak ||v]| = 0, alebo ak
sin(od(u, 7)) = 0.

Ak ||| = 0, tak @ = 0 a vektory @ a ¥ st linedrne zavislé. Podobne ak ||7/]| = 0,
tak U = 0 a vektory @ a ¥ su linedrne zavislé. Ak sin(od(u,v)) = 0, tak bud
od(u,v) = 0 alebo od(u,v) = m, ¢ize jeden vektor je nasobkom druhého a vektory
@ a U su linedrne zavislé.

Ak vektory @ a ¥ sa linedrne zavislé, tak bud @ = 0, alebo ¥ = g, alebo
od(i, V) = 0, alebo od(u, V) = .

Ak @ = 0, tak podla vety 1.1.2 plati ||u|| = 0. Podobne ak ¢ = o, tak plati ||¢]| =
0. Ak od(u,v) = 0, alebo od(u, ¥) = m, tak v obidvoch pripadoch sin(od(i, v)) = 0.

Kedze podla vety 1.3.2 plati |4 x || = ||]|||7|| sin(od(, ¥)) = 0, tak dostavame

UXU=o0.
q.e.d.
Priklad 1.3.3 Zistite, ¢i vektory @ = (4, —6,2) a ¥ = (2, —3, 1) st linedrne zavislé.
Riesenie. Podla definicie 1.3.1 mame
Uxv=(—64+6,4—4,—-12+12) = (0,0,0) = 0.
Teda podla dosledku 1.3.3 st vektory @ a ¥ linedrne zavislé.

Veta 1.3.4 Pre vektorovy sucin vektorov plati
(1) (Vu,v € V3) 4 x U/ = —(U X ),

(2) (Vu,v € V3)(Ve € R) (cti) x U = ¢(U X 7),

(8) (Vu, v, € V3) (4 + ) x @ = (@ x &) + (U x ),
(4) (Vu, v, € V3) @ x (0 + W) = (d x v)

Vi,

Vi,

+
=l
X

&
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Dokaz. (1) Podla definicie 1.3.1 a po jednoduchych upravach ziskavame

UXT = (ugvg — vauz, Uz — V3ly, Uly — V1Ug) =

= (-(U2U3 - U2U3>a —(U3U1 - U3Ul)a —(Uluz - Ulv2)> =

= —(vgug — ug3, V3Uy — U3V, ViU — U V) = — (U X ).
(2) Kedze cti = (cuq, cus, cus), potom podla definicie 1.3.1 mame

(ctl) x T = (cugvz — vacug, Cugy — V3CUT, CUVs — V1CU) =

= C(UQ'U?, — VU3, U3V1 — V3U1, U1V — U1U2) = C(’Zj X 17)

(3) Podla definicie 1.3.1 plati
(W+7) x W=
((ug 4+ vo)ws — wa(uz + v3), (ug + v3)wy — wz(ug + v1), (U1 + v1)we — wy(ug + v2)).
Po jednoduchych tpravach mame

—

(U4 U) x W = (ugws — walz, Ugw; — Waly, UgWy — Wils) +
+(vow3 — Waliz, V3W1 — W3V, V1Wa — WiVa) =

= (U x W)+ (7 x ).
(4) Podla predchadzajicich vlastnosti (1) a (3) dostavame
UX (U+wW) = —((UVxd)xu)=—((Uxu)+ (Wxu))=
= —(Uxu)— (¥ xu)=(ux7)+ (4 x ).
q.e.d.

Priklad 1.3.4 Dokazte, ze existuje kocka ABCDFEFGH s vrcholmi
A=1[1,-1,3], B=13,0,5], D =[—1,1,4] a urcte stradnice ostatnych vrcholov.

Riesenie. Vektory B — A a D — A musia byt navzéjom kolmé a nenulové (vid

Obr. 7:

obr. 7). Vzdialenost bodov A, B sa musi rovnat vzdialenosti bodov A, D.
Zrejme B — A= (2,1,2) a D — A = (—2,2,1). Podla vety 1.2.1 mame

(B—A)(D—A)=2(-2)+12+21=0.

Kedze skalarny sucin vektorov B — A, D — A je nulovy, potom podla vety 1.2.3

vektory B — A a D — A st navzajom kolmé.
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Pre vzdialenost dvoch bodov A, B resp. A, D plati

d(A,B) =+/(3—1)24+(0+1)2 + (5 —3)2 =3,

d(A, D) =/(-1—-1)2+ (1+1)2+ (4—3)2=3.
Z toho d(A, B) = d(A, D).
Podla definicie 1.3.1 a vety 1.3.2 vektor kolmy na vektory B — A a D — A mé

sturadnice

(B—A)x(D—-A)=(-3,-6,6),
resp.

(D—A)x(B—A)=(3,6,—6).
I. Polozme w = (B — A) x (D — A) = (—3,—6,6).
Vektor ¢ = (—1,—-2,2) je % nasobkom vektora w a jeho velkost je 3. CiZe vektor ¢
je rovny vektoru £ — A. Z toho bod E ma suradnice

[al + q1, a2 + q2, a3 + 93] = [Oa _3a 5]
Ozna¢me S priesecnik uhlopriecok steny ABC'D. Uhlopriecky Stvorca sa roz-

poluju, ¢ize

S

|bit+dy batdy b3td3| 1}9
L2 2 T 2 | T2 2
KedZe S je aj stred strany AC, potom bod C' mé stradnice

[2s1 — a1,282 — ag, 2s3 — as] = [1, 2, 6].

Kedze F — B=G —C = H — D = ¢, potom dostavame

F = [2,-2,7],
G = [0,0,8],
H = [-2,—-1,6].

II. Polozme @ = (D — A) x (B — A) = (3,6,—6). Podobne ako v ¢asti I. plati
S = [1, %, %] a C =1[1,2,6]. Vektor @ = (1,2, —2) j % nasobkom vektora  a jeho
velkost je 3. Cize vektor @ je rovny vektoru E' — A. Z toho bod E' mé stradnice

la1 + uy, ag + ug, az + ug) = [2,1,1].

Kedze ' — B =G —C = H — D = i, tak dostavame

/

F = [4’273]’
G = [2,4,4],
H = 10,32



Cvicéenia

1.3.1 Vypoc1taJte vektorovy sucin vektorov u, U, ak

b) U= (2 6, 4), U= (-1,-3,2);
c) @ =(4,3,-2),7=(-1,-5,2);
d)ﬁ:(340),f17 (-3,1 )
e)ﬁ:( 7,3), 0= (=3, =T, -5);
f) @ =(2,2-2), 7 (43 1)

1.3.2 Najdite jednotkovy vektor, ktory je kolmy na vektory u a v, ak
U=

a) (1727 _3)7 U= (_17 174);
b) U= (27 _37 1)7 U= (5707 _5)7
Q) id=(4,-1,-2),F=(-1,2,-3).

-,

1.3.3 Vypocitajte (@ X b) x ¢, @ X (5 x C), ak
a) @=(2,7,4), b= (3,4,5), 7= (6,0,3);
b) @ =(2,—1,3), b=(0,1,2), Z= (3,3,1).

1.3.4 Vypoditajte ||@ x b|, ak
a) [lall = 3, [1Bl] = 2, Od(a b) = 5;
b) llall =5, bl = 8, @- b= 24;

) lldll =3, 1bll = 5, od(a@,b) = %

a,
d) flall =2, bl = 3, @- b= —3v3.

o

-,

1.3.5 Vypocitajte ||(3d@ + b) x (a — 3b)|, ak
a) [ldll =3, ||b]l = 5, od(
b) flall =2, [|bll = 3, @

g) - 6;
= —33.

a,
b
1.3.6 Pre kolmé vektory @, b plati ||@|| = 2, ||b]| = 3. Vypoditajte

(@ + 3b) x (2a@ — 5b)]|.

1.3.7 Napiste parametrické vyjadrenie priamky p : 2e—y+2—9 =0,z+y—2z = 0.
1.3.8 Napiste vSeobecnil rovnicu roviny a:

r = 1+s+2¢
y = —4-—t
z = —3+s—1t.
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1.3.9 Napiste parametrické vyjadrenie priamky p prechadzajicej bodom D =
[3,0,0] rovnobezne s priesecnicou rovin « a [3, ak rovina « prechaddza bodmi A =
[1,0,0], B=10,—1,0], C =[1,0,1] a §: = + 2y — z = 0 (lohu rieste aj vyuzitim

vektorového stcinu).

Vysledky

13'1 a) (47 271)7 b) (07070)7 C) ( ) ) ( 0 5)7 e) ( 147 ]-67_14)7 f)
(4,-6,-2). 1.3.2 a) (57, — {}?1,3{3}?), (PR 5 -2,

b) (\3[7 \3[7 \3[) ( \/§’ \3[7 f)a C) (\6[’ \3[7 \6[> < \/67_\/?67_@)

3 6 6
1.3.3 a) (6,21, —12), (84,96, —42), b) (—10,11,-3), (—15,—9,7). 1.3.4 a) 3/3,
b) 32, c) 12—5, d) 3.1.3.5 a) 60, b) 24. 1.3.6 66. 1.3.7 z =3,y =2+ 3t, z = 5+ 3t.
1.3.82+3y—2+8=0.1.39xr=3—-t,y=—t, z=—3t.

1.4 ZmieSany sucin vektorov

Definicia 1.4.1 Nech @, b, @ € V3. Redlne ¢islo
(@x0b)-T (11)
nazyvame zmiesany sucin vektorov d, 5, C.
ZmieSany stéin budeme oznacovat (@, b, 7).

Priklad 1.4.1 Vypoditajte zmieSany stcin vektorov @ = (2,1,3), v = (3,3, —2)
ad=(4,2,1).

Riesenie. Podla definicie vektorového sucinu plati
ux U= (-11,13,3).
A podla definicie 1.4.1 a vety 1.2.1 dostavame
(abE} (—11).4+ 13.2+ 3.1 = —15.

Z definicie zmiesaného stGcinu a z vlastnosti vektorového stcinu sa da ukazat
(1) (u, v,w) je kladny, ak vektory u, ¢, w tvoria pravotocivi ststavu (vid obr.8),

(2) (@,

v, w tvoria lavotoc¢iva ststavu (vid obr.9),
(3) (u,v,w) je nulovy, ak vektory

W) je zaporny, ak vektory u, v
u, U, w st komplanarne t. j. smerové vektory

jednej roviny (vid obr.10).
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Obr. 8&: Obr. 9: Obr. 10:

Veta 1.4.1 Pre zmiesany sucin
(1) (Va,b,é € V3) (@,b,&) = (b,¢ @) = —(b,a,

aer

—

(2) (Va,b € Vs) (@,a,b) = (@b, a) = (b,a,a),
(3) (Va, b ce Vg)(v € R) (rd,b, (
(4) (v a.b.

Dokaz (1) Nech @ = (a1, as,as), b= (b1,by,b3) a &= (¢1,¢a,c3). Podla defini-
cie 1.4.1, definicie 1.3.1 a vety 1.2.1 plati

<(_i,b,5> = )

(@ x

(a2bs — baag)cy + (asby — bsay)ca + (a1by — brag)cs =

= (b263 — 62b3) + b301 - Cgbl)CLQ + (6102 — Clbg)ag =
(

ai
bx?d)-a=(bca).

o~

Podobne podla vety 1.3.4 dostavame
(@b,8) =(@xb)-¢=(~bxad) -é¢=—(0bxa)- c=—(bad.

(2) Podla vlastnosti (1) mame

a
(@ a,b)y = —(@,b,a) = (b,a,a)
(3) Podla definicie vety 1.2.1 a 1.2.2 mame
(rd,b,d&) = (raxb)-c=(r@xb)-é=r((@xb)-e) =rb,a.
Rovnakym spdsobom dokézeme (a, rb, o) =r(d, b, o) aj (d, b, réy = r(d, b, ).
(4) Podla definicie 1.4.1 a vety 1.2.2 dostédvame
(@b, +17) = (@xb)-(@+7)=(@xb)-d+(@xb)
— (@b, @) + (@b, ).
q.e.d.

Priklad 1.4.2 Vypoditajte (@ + b, b+ ¢, ¢+ @)
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Riesenie. Z vlastnosti vektorového a zmiesaného sti¢inu dostévame

(@+b,b+ ¢+ a)

Cvicenia

(@ b+ c+a)+ (bb+Ec+a) =

(b4 c+ad) + b+ c+ab) =
(b,é+d,d) + (¢, é+d,d) + (b,é+a,b) +
+(@Ec+ab) =

(b,€,@) + (b,d,d) + (¢,¢,@) + +(C,d,a) +
+(b,,b) + (b,@,b) + (€, &, b) + +(¢, @, b) =
(0,6@ +0+0+040+0+(¢,d,b) =
(b, @) + (¢,d,b) = (@,b,é) + (d@,b,&) =
2(a@, b, ).

1.4.1 Vypocitajte zmieSany sucin (@, Z;, o), ak

a)d=(1,3,5),b=(2,4,6), c=(8,9,7);

b) @ = (13,12,11), b = (24,23,22), ¢ = (35, 34, 33);

€)@= (2,4,7),b=(1,12,5), = (11,4,7);
d)d@=(2,2,2),b=(59,3),¢=(1,2,17);

€)@= (12,15,5), b = (7,4,2), ¢ = (3,3,1);
f)@=(7,8,9),b=(4,4,6), = (18,19,13).

1.4.2 Zistite, ¢i vektory i, U, W tvoria pravotociva sustavu, ak
a) = (1,2,1), 7= (1,2,-1), @ = (8,6,4);

b) @ = (1,2,3), 7 = (3, 1,2), @ = (2,3,1);

)@ =(1,3,5), ¥ = (2,4,6), & = (8,9,7).

1.4.3 Zisitite, ¢i vektory i, ¥, @ tvoria lavotocivi stustavu, ak
a) @ =(4,2,1), 7= (3,2,3), & = (1,2,5);

b) @ = (3,4,7), 7 = (1,1,1), @ = (5,2,1);

o) i =(3,2,4), 5= (8,21), 7 = (4,3,3).

1.4.4 Zistite, ¢i vektory u, U, W

w st komplanarne, ak

a) i = (7,2 2) =(8,2,1), @ = (5,3,4);
b) @ = (2,3,5), ¥ = (1, 1,3) = (4,6, 10);
o) @ (13 12,11), 7 = (24,23, 22), @ = (35,34, 33).

21



1.4.5 Zistite, ¢i vektory u, v, w st smerové vektory jednej roviny, ak
a) = (3,5,-2), 7= (2,—-2,-1), W = (—4,4,2);
b) @ = (4,2,8), ¥ = (5,6,5), W = (2,1,4);
c) u=(510,5), v =(—-1,-2,-1), & = (3,-7,2).

Vysledky

1.4.1 a) 2, b) 0, ¢) =576, d) 132, e) 6, f) 50. 1.4.2 a) nie, b) ano, ¢) dno. 1.4.3 a)

ano, b) ano, c) nie. 1.4.4 a) nie, b) 4no, c) ano. 1.4.5 a) ano, b) 4no, c) ano.
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2 Odchylka

2.1 Odchylka dvoch priamok

Definicia 2.1.1 Odchylkou priamok p1 a ps priestoru E, rozumieme redlne cislo

od(p1,p2), pre ktoré plati

od(p1,pa) = min{od(si,$3); $1 je nenulovy smerovy vektor p;

a $5 je nenulovy smerovy vektor pa}

(12)

Dokaz.

Obr. 11:

Nech $7 je smerovy vektor priamky p; a S5 je smerovy vektor priamky py (vid
obr.11). Potom existuju nenulové redlne ¢isla ¢, r, také ze 51 = tu, s5 = rv.
Ozna¢me ¢ odchylku vektorov si a ss.
Podla definicie 1.2.2 a vety 1.2.2 ziskavame
5153 (t@) (rv) tr uv
COSY = mormom = o = STy

Isillllszll - [falli-al [ellrl fafl]lo]

tr uv

| [l |v]]

Kedze ﬁ—:‘ € {1, -1}, potom cos p € {”ﬁﬁﬁﬁ” , _Ilﬁﬁﬁﬁn } )

Podla definicie 2.1.1 odchylka priamok p a ¢ je rovna minimalnej odchylke
smerovych vektorov priamok p, ¢q. Z toho, Ze funkcia cosinus je na intervale (0, 1)
klesajtca vyplyva, ze odchylka vektorov s1, s3 bude minimalna, ak hodnoty funkcie

cosinus budu kladné. Z toho teda dostavame

cos(od(p1,p2)) =
q.e.d.

Poznédmka. V dalsich kapitolach sa budeme ¢asto zaoberat kolmymi priamkami,

teda takymi, ktorych odchylka je Z. To nastane podla vety 2.1.1 prave vtedy, ak

2
ut' = 0.
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Priklad 2.1.1 Vypocitajte odchylku priamok p: x =1+t,y=5+3taq:z =
13+ s,y =11 — 2s.

Riesenie. Smerové vektory priamok p a ¢ st @ = (1,3) a ¢ = (1,—2). Podla

vety 2.1.1 ziskavame

1.1+ 3.(=2)] V2

COS(Od(p,Q))Z\/12+32\/12+<_2)2 5

7 toho
T

od(p,q) = 1

Priklad 2.1.2 Bod M = [4,0] lezi na priamke, ktord obsahuje zékladnu rov-
noramenného trojuholnika ABC. Ramené tohto trojuholnika lezia na priamkach
r:x—y+8=0aq:xz—2y—12 = 0. Uréte vS§eobecnt rovnicu priamky, na ktorej
lezi zakladna trojuholnika ABC.

Riesenie. Smerové vektory priamok r a ¢ st @ = (1,1) a 0= (2,1).

Obr. 12:

Ozna¢me p priamku, ktora obsahuje zékladnu trojuholnika ABC a & = (wy, ws)
jej smerovy vektor (vid obr. 12).

Podla vety 2.1.1 mame

|w1.1 + w21|
Vwl +wiv/1% + 12

|w1.2 + ’LU21|
Vol +wive?+12

cos(od(p,r)) =

cos(od(p,q)) =

V rovnoramennom trojuholniku odchylky ramien trojuholnika a zakladne st
rovnaké. Cize plati

od(p,r) = od(p, q).

Teda mame

|wy + wa| _ |2wq + wo|
Vw? + w2 Vw? +wib
\/g\wl—l—wgl = \/§|2w1+w2]

Sta¢i nam uvazovat dva pripady a to bud I. vyrazy w; + ws a 2w; + wy maji

rovnaké znamienka, alebo II. vyrazy w; + ws a 2w; + we maji opacné znamienka.
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\/S(UH + wz) = \/5(2101 + w2)
V2w, — vBwy V1041

wp = = *Wy.

Vb5 — 22 3

Teda normélovy vektor priamky p je napr. i = (—3,v/10 + 1). Bod M € p, teda

vSeobecna rovnica priamky p ma tvar

-3z + (V10 + 1)y + 12 = 0.

II.
\/3(@01 +w,) = \/5(—2101 — wy)
. —\/§w2—\/5w2_1—\/ﬁ_
T T sz 3

Teda normélovy vektor priamky p je napr. i = (—3,1 — v/10). Bod M € p, teda

vSeobecné rovnica priamky p ma tvar

32+ (1-V10)y +12 =0.

Cvicenia

2.1.1 Vypocitajte odchylku priamok p a ¢, ak
a)p:x=2-3t,y=—-1,z=14+t,q:2=3+2s5,y=4,2=T+s;
b)p:x=1+t,y=—-1+t,2=3,q:x=5+2t,y=t,z=—-1+t
c)p:3x+5y+1=0,q:2x—8y+3=0;
d)p:2r—y—2—-1=02r+y+2—-2=0,q:x=3+t,y=1+1t,2=-2;
e)p:2x+2y+z—7=0,2—2y+22+75=0,q: 9x—2y+2—16 = 0,3z—y—2+3 = 0.

2.1.2 Urcte stradnice vrchola C' trojuholnika ABC, ak A = [—6,2], B = [2, —2]
a priesecnik jeho vysok je H = [1,2].

2.1.3 Vypoditajte odchylku priamky p:ax = —1+t,y=4,2=2— /3t a osi z

2.1.4 Napiste rovnicu priamky 7, ktora prechddza bodom M = [3,—2], ak od-
chylka priamky r a priamky p: v3z —y+3 =0 je 3

2.1.5 Urcte odchylku priamky p: o =2z — 1, y = —2z + 1 a priamky m, ktora

prechadza zaciatkom stradnicovej ststavy a bodom A = [1, -1, —1].
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2.1.6 Vypocitajte stradnice vrcholov B, C' trojuholnika ABC, ak A = [1,2],
rovnica vysky prechadzajtica vrcholom A je 3z + y — 5 = 0, rovnica taznice pre-

chadzajtca vrcholom B je 3z — 4y + 10 = 0 a velkost uhla pri vrchole C' je v = 7.

2.1.7 Zistite, ¢ Stvoruholnik s vrcholmi A = [5,2,6], B = [6,4,4], C = [4,3,2],
D = [3,1,4] je stvorec.

2.1.8 Vypocitajte odchylku protilahlych hran pravidelného Stvorstena.

2.1.9 NapiSte rovnice stran stvorca ABCD, ak A = [1, 1] a jedna uhlopriecka ma

rovnicu t: 7x —y — 31 = 0.

2.1.10 Svetelny la¢ vychadza z bodu K = [5,4], dopada na os = pod uhlom g,
odraza sa od nej a potom dopada na os y, od nej sa tiez odraza. Urcte rovnice
priamok, po ktorych prechadza svetelny l1a¢ a stradnice bodov, v ktorych sa 1a¢

odraza od jednotlivych osi.

2.1.11 Vypocitajte stradnice vrcholov Stvorstena ABC' D, ak hrana AC lezi na
priamke x = 3+ 2t,y = —1 —t,z = —5 — 2t, hrana BD na priamke x = 4,y =
s,z = —2 + s, priamka p prechddza bodmi C';, D a bodom M = [-8, —12, —18|,
vzdialenost bodov A, B je v/50 a odchjlka priamky p a ¢ obsahujicej hranu AB
je 3.

Vysledky

2.1.1a)%,b) %, ¢c)5,d) 5,e) 5.21.2C=1[2,4.213 £.214p:y+2=0,
p:V3r+y+2-3V3 =0 215 cosp = 1v/3.2.1.6 B = [2,4], C = [-1,3].
2.1.7 4no. 2.1.8 2. 2.1.9 42+ 3y —7=0, -3z +4y — 1 =0, -3z + 4y + 24 =0,
4r+3y—32=0.2.1.10 X = [~4y/3+5,0],Y = [0,12—5/3], 2v/3—3y+12—5/3 =
0, 2v/3+y—12+5V3 =0, 2v/3 — 3y + 36 — 15v/3 = 0. 2.1.11 A = [-3,2,1],
B =[4,31],C =[1,0,-3, D =[4,4,2], A = [, 35 =88] B = [4, 52, 5]
C =1[1,0,-3], D = [4,4,2].

2.2 Odchylka priamky a roviny

Nech p je rovina majica normélovy vektor 77 a nech A je Tubovolny bod priestoru
E;. Kolmy priemet bodu A do roviny p je prieseénik priamky p = p(A, 77) a roviny p.
Kolmy priemet mnoziny M do roviny p pozostava z kolmych priemetov vsetkych

bodov mnoziny M do roviny p.

26



Lahko vidiet, Ze kolmy priemet priamky do roviny je bud bod (ak smerovy vek-

tor priamky je normalovy vektor roviny), alebo priamka (v ostatnych pripadoch).

Definicia 2.2.1 Nech p je priamka, p je rovina a q je kolmy priemet priamky p
do roviny p. Odchylkou priamky p a roviny p rozumieme redlne cislo od(p, p) pre
ktore plati

a) od(p,p) = 5, ak smerovy vektor priamky p je normalovy vektor roviny p,
alebo

b) od(p, p) = od(p,q), v ostatnijch pripadoch.
Veta 2.2.1 Nech 4 je smerovy vektor priamky p a 1 je normdlovy vektor roviny p
v priestore B3. Potom pre odchylku priamky p a roviny p plati

i@

a7l

sin(od(p, p)) =

Dokaz. Ak vektory u a 71 st linedrne zavislé, tak smerovy vektor priamky p

Obr. 13:

je normalovy vektor roviny p a z toho podla definicie 2.2.1 odchylka priamky p a
roviny p je rovna 7.

Podla definicie 1.2.2 plati
uv = ||dl]]|7]|cos(od(d, 7).

7 toho mame

[@v] = ||[l[[v]|cos(od(d, )]

Kedze vektory # a 7 st linearne zavisle, potom ich odchylka je bud rovné 0,

alebo 7. KedZe cos0 = 1 a cos™ = —1, potom dostavame
v = ||| [|5]].

KedZe sin § = 1, potom mame

Nech A je lubovolny bod priamky p. Nech priamka ¢ je kolmy priemet priamky
p do roviny p a r je priamka ur¢end bodom A a smerovym vektorom 7. Nech
Y =od(r,p) a v = od(p,q) (vid obr. 13).
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Vektory u a m st linedrne nezavislé, teda priamky p, ¢ a r lezia v jednej rovine.
PretoZe q € p, priamka r je kolmé na priamku ¢. KedZe stcet uhlov v trojuholniku
je m, a uhol pri vrchole D je 7, potom ¢ = 5 — 1. Cize dostavame

sinp = sin(g — 1)) = cos 1.

Pretoze 71 je smerovy vektor priamky 7 a @ je smerovy vektor priamky p, pre
odchylku ¢ = od(r, p) podla vety 2.1.1 plati

q.e.d.

Priklad 2.2.1 Vypocitajte odchylku priamky p: o = 14+11t,y =2—Tt, 2 = 5—8t
aroviny p:7r — 8y + 2z —10=0.

Riesenie. Smerovy vektor priamky p je (11, —7, —8) a normélovy vektor roviny
pje (7,—8,2). Podla vety 2.2.1 mame

_ 111.7 + (=7).(—8) + (—8).2] _ V2
VI 4 (=7)2+ (=8)2/72 + (-8)2 +22 2

sin(od(p, p))

Z toho od(p, p) = 7.

Priklad 2.2.2 V stvorbokom ihlane ABC' DV vypocitajte odchylky bo¢nych hran
a podstavy ihlana, ak A = [-1,-2,7], B=[2,-5,7], C =[3,—4,3], D = [0, —1, 3]
a vrchol V = [3, —1,6].

Riesenie. Kedze d(A,B) = d(B,C) = d(C,D) = d(D,A) = /18 a od(A —
B,C—-B)=0d(B-C,D—-C)=0d(C—-D,A—D)=0dA—D,C—D)=
potom podstavou ihlana ABCDV je $tvorec. Z toho, ze d(V,A) = d(V,B)
d(V,C) = d(V, D) = v/18 vypljva, ze ihlan ABCDV je pravidelny. Teda odchylky
bo¢nych hran a podstavy buda rovnaké.

Vektory B — A = (3,-3,0) a D — A = (1,1, —4) st smerové vektory roviny
a obsahujucej podstavu ihlana. Jej norméalovy vektor 7 je vektorovym stcinom

vektorov B — A a D — A. Teda dostavame

us
2

i =(3,-3,0) x (1,1, —4) = (12,12,6).
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Podobne V' — A = (4,1, —1) je smerovy vektor priamky p obsahujicej bo¢nu
hranu ihlana.
Podla vety 2.2.1 plati
(4717_1) ) (1271276> \/§

sin(od(p, o)) = (4,1, —1)||||(12,12,6)]| B 2

Z toho od(p,a) = 7.
Cvicenia

2.2.1 Vypocitajte odchylku priamky p a roviny « , ak
a)p:x=1+4+2t,y=-3t,z=-3—t, a:x+2y—4z+ 11 = 0;
b)p:x=34+2t,y=6—t,z=-2—t, a:2x—4y+22—9=0;
c)p:y=3r—1,2243r=2,a:2x+y+2+4=0;
d)p:r+4y—2247=0,32+Ty—22=0,a:3z+y—2+1=0;
e)p=p(A,B—A), A=[8,-6,2], B=[12,-9,1]aa:3x -5y —2—2=0.

2.2.2 Urcte odchylku priamky p: oz =44t y=7—8t, 2 = —11 4 3t a roviny p,
prechadzajicej bodmi A = [2,2,1], B=10,1,—1], C =[1, 3,4].

2.2.3 Vypocitajte odchylky rovin « : 2z — 2y + 2z — 6 = 0 a stradnicovych osi x,
Y, 2.

2.2.4 Uréte odchylky priamky p : # = —1 +t,y = 4,2 = 2 — /3t a vietkych

sturadnicovych osi.

2.2.5 Vypocitajte najvicsiu mozni odchylku hrany a steny Stvorstena ABCD,
ak A = [-3,-2,5], B = [-3,0,2], C = [-2,4,-3], D = [-7,6,6]. (Odchylkou
hrany a steny sa rozumie odchylka priamky v ktorej lezi hrana a roviny v ktorej

lezi stena).

Vysledky

7 55
2.2.2 7. 2.2.3 sin(od(p,0,)) = 3, sin(od(p,0,)) = 2, sin(od(p,0.)) = 5. 2.2.4
od(p, Oxy) = %, od(p, Oxz) = 0, od(p,Oyz) = §. 2.2.5 7.

2.2.1 ) 0,b) £, o) sing = %5, d) sin(od(p, a)) = 27, e) sin(od(p.a)) = 240,
2

W=
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2.3 Odchylka dvoch rovin

Definicia 2.3.1 Odchyjlkou rovin o a 3 v priestore Ez rozumieme odchylku pria-
mok a a b, kde a je lubovolnd priamka kolmd na rovinu o a b je lubovolnd priamka

kolmd na (.
Odchylku rovin a a 3 budeme oznacovat od(c, 3).

Veta 2.3.1 Nech 1 je normdlovy vektor roviny o a m je normdlovy vektor roviny

(3. Potom pre odchylku rovin o a (8 plati

cos(od(a, 7)) = L

G

Dokaz. Ak priamka a je kolma na rovinu « a priamka b je kolméa na rovinu (3,

Obr. 14:

tak vektor 7 je smerovy vektor priamky a a vektor m je smerovy vektor priamky
b (vid obr. 14).

Podla definicie 2.3.1 odchylka rovin « a [ je rovna odchylke priamok a a b.
Teda podla vety 2.1.1 méame

cos(od(c, 3)) = cos(od(a,b)) = H%ﬁ%

q.e.d.

Priklad 2.3.1 Vypoditajte odchylku rovin oz —y+2v/2+2=0a 8 : 2 +y+

2V/2-3=0.

Riesenie. Vektor @ = (1, —1,1/2) je normalovy vektor roviny o a 11 = (1,1, v/2)
je norméalovy vektor roviny (.

Podla vety 2.3.1 dostavame

1114 (—=1).1+v2V2| 1

cos(od(c,

) =
\/12 +(=1)2+ (\/5)2\/12 +124 (VIR 2

Z toho od(«, 5) =

w|x

Priklad 2.3.2 Napiste rovnicu roviny «, v ktorej lezi priamka p : bx +y + z =
0,y — 2+ 4 =0, ak odchylka roviny « a roviny §: 4x —y + 82 — 12 =0 je .
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Riesenie. Nie je tazké dokazat, ze ak rovina o obsahuje priamku p, tak existuju

redlne Cisla s, ¢, (s,t) # (0,0) také, ze rovina a mé rovnicu
thr+y+2)+s(y—z+4) =0,

po Uprave mame

Str+ (t+s)y+ (t —s)z+4s = 0.

Kedze odchylka roviny o a roviny 3 je 7 a cos § = ‘/75, potom podla vety 2.3.1
dostavame
4.5t + (—=1)(t + 5) + 8(t — 5)| V2
VBT /BP e r —sF 2
127t — 95| V2
VBLV2TE + 2% 2

213t —s| = V2V2Tt2 + 252
t(3t+4s) = 0.
Z toho t = 0, alebo t = —%s.

Dostavame dve rieSenia tlohy
I.ak t =0, tak s(y — 2 +4) =0, a teda

a:y—z+4=0.

IL ak t = —3s, tak —3s(bz +y +2) + s(y — 2 +4) =0, a teda
a:200+y+T72—-12=0.

Cvicenia

2.3.1 Vypocitajte odchylku rovin o a 3, ak

a)a:4dx —by+32+7=0,0:2—4y —z = 10;

b) a: 2z — 6y + 102 = 17, §: 3x — 9y + 15z = 32;

Ja:x=1+s+2t,y=—-4+t,z=-3+s—t, :2x—5y—132+10=0;

Ja:x=10+s—2t,y=—1+3s+t,z2=1+s— 2t,
B:x=T+4s+t,y=—-5+3s—t,z2=3—3s+1.

a o

2.3.2 Nech « a 3 st roviny prechadzajice bodom M = [—5,16,12]. V rovine «

lezi os x a v rovine (3 lezi os y. Vypocitajte odchylku tychto dvoch rovin.

2.3.3 Osou z vedte rovinu « taki, Ze odchylka roviny o a roviny p : 2z+y—2v/5 =

0je T.
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2.3.4 Napiste rovnicu roviny «, v ktorej lezi priesecnica rovin 5z + y + 2z =

0,y — 2+ 4 = 0, ak odchylka roviny « a roviny 3 : 4z —y + 82 — 12 =0 je .

2.3.5 Napiste rovnicu roviny «, ktord prechddza bodom A = [3,2, —2] kolmo na
rovinu 3 : bx —2y+5z—11 = 0 a odchylka rovina o a roviny v : x —4y—8z+1 =0

3 us
je 7

2.3.6 Body D = [0,0,0], A = [4,0,0], C = [0,3,0], H = [0,0,5] st vrcholy
kvadra ABCDEFGH. Urcte odchylku roviny obsahujicej body B, E, G a roviny
obsahujucej body A, B, C.

2.3.7 Vypocitajte najviacsiu mozni odchylku dvoch stien Stvorstena ABC D, ak
A =[-3,-2,5], B=1[-3,0,2], C =[-2,4,-3], D = [-7,6,6] (Pod odchylkou

dvoch stien sa rozumie odchylka dvoch rovin, ktoré dané steny obsahuju).

Vysledky

2.3.1 a) cos(od(c, 8)) = &, b) 0, ¢) 2, d) Z. 2.3.2 cosod(e, §) = &. 2.3.3
a:dxr=y,a:c+3y=0.234a:y—2+4=0,a:200+y+72—-12=0. 2.3.5

a:x—2z—5=0,a:x4+20y+72—29 =0. 2.3.6 cos(od(c, §)) = %2679. 2.3.7 7.
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3 Vzdialenost dvoch mnoZin bodov

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf urc¢ovanim vzdialenosti bodu a priamky,

bodu a roviny, priamky a roviny, vzdialenostou dvoch priamok a dvoch rovin.

Definicia 3.1 Nech P a Q st neprdzdne mnoziny bodov priestoru E,,. Redlne ¢islo
d(P,Q) =min{d(A,B); A€ P,B € Q}
nazyvame vzdialenost mnozin P a Q.
Poznamka. KedZe pracujeme s obmedzenym aparatom, tato definicia nie je tak

vSeobecna ako sa bezne pouziva.

Pre zjednodusSenie namiesto oznacenia d({A}, Q) budeme pouzivat oznadenie

d(A, Q).

3.1 Vzdialenost bodu a priamky

Veta 3.1.1 Nech A je lubovolny bod a p je lubovolnd priamka euklidovského pries-
toru E,. Nech q je priamka, ktord prechdadza bodom A a je kolmd na priamku p.

Potom
d(A,p) = d(A, P),
kde P je priesecnik priamok p a q.

Obr. 15: Vzdialenost bodu A a priamky p

Dokaz. Pre ilustraciu vid obr.15.
Pretoze d(A, P) je prvkom mnoziny {d(A, X); X € p}, sta¢i podla definicie 3.1
ukézaft, ze pre kazdy bod X € p plati d(A, P) < d(A, X).
Podla definicie 1.1.1 a vety 1.2.2 mame
(A, X) = X — Al = (X - 4)(X - A).
Vzhladom na to, 72e X —A= (X —-P)+(P—A)a (P—A)(X —P) =0 (kedze

P — A a X — P st smerové vektory priamok ¢ a p a teda navzajom kolmé), tak
plati
(A X) = (X=P)+(P-A4) (X -P)+(P-A) =
X-P)(X-P)+(X-P)(P—-A)+
+P—-A)(X-P)+(P-A)(P—-A) =
= X-P)(X-P)+(P-A)(P—-A)=

= | X =PI +||P - A|l* = d*(P, X) + d*(A, P).

(
(
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Pretoze vzdialenost dvoch bodov je nezdporné ¢islo, tak ziskavame
d*(A, X) > d*(A, P).

Teda
d(A, P) <d(A,X).

q.e.d.

Priklad 3.1.1 Vypocitajte vzdialenost bodu B = [3, —7] a priamky p : 4o — 3y +
7=0.

Riesenie. Ozna¢me ¢ priamku prechadzajicu bodom B a kolmu na priamku p.
Normalovy vektor 77 = (4, —3) priamky p je zaroven smerovym vektorom

priamky ¢. Teda parametrické vyjadrenie priamky ¢ ma tvar

r = 3+4t
y = —7—3t.

Ozna¢me P priese¢nik priamok p a ¢q. Dosadenim parametickych rovnic priamky

q do vSeobecnej rovnice priamky p dostaneme stiradnice bodu P. Teda

P—[-4.-4].

Podla vety 3.1.1 je vzdialenost bodu B a priamky p rovna vzdialenosti bodov
B a P. Teda dostavame

=, = (25 s (Rar) =

Dosledok 3.1.2 Nech A je lubovolny bod a p je lubovolnd priamka euklidovského

priestoru E3. Nech p je rovina kolmd na priamku p a prechddzajica bodom A.

Potom

d(A,p) =d(A, P),
kde P je priesecnik priamky p a roviny p.
Dokaz. Nech ¢ je priamka, ktora prechadza bodom A a méa smerovy vektor
P—A.
KedzZe priamka ¢ lezi v rovine «, potom je kolméa na priamku p a ich priesecnik
je bod P.
Podla vety 3.1.1 dostavame

d(A,p) =d(A, P).
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q.e.d.

Priklad 3.1.2 Vypocitajte vzdialenost bodu A = [1,2,—3| a priamky p : = =
—3+t,y=—-5—-2t,z=1-1.

Riesenie. Smerovy vektor § = (1,—2,—1) priamky p je zéroven normélovym
vektorom roviny p kolmej na priamku p a prechadzajicej bodom A. Teda vSeobecna
rovnica roviny p je

x—2y—z=0.

Dosadenim parametrickych rovnic priamky p do vSeobecnej rovnice roviny p
dostaneme stradnice ich prieseénika P. Teda P = [—4, -3, 2].
Podla désledku 3.1.2 mame

d(A,p) =d(A, P) = /(w4 —1)2+ (-3 -2)2 + (2+ 3)2 = 5V/3.

Veta 3.1.3 Nech A, B su lubovolné body a i, U si navzdjom kolmé nenulové

vektory priestoru By. Ak p = p(A,d), tak plati

(A= B) -1

(13)
Dokaz. Nech ¢ je priamka kolma na priamku p a prechadzajica bodom B. Pre

Obr. 16:

Tubovolny bod X priamky ¢ potom existuje realne ¢islo r také, ze X = B + ro.
Oznacme P priesecnik priamok p a ¢ (vid obr. 16). Kedze bod P € ¢, tak

existuje také realne cislo 7y, ze plati
P = B + 7“117.

Z toho, 7ze P — A je smerovy vektor priamky p a ¢ je smerovy vektor priamky

¢, mame

7 tychto rovnic ziskavame

Podla vety 1.2.2 mame



a tak r = _(ﬁﬂf)ﬁ. Teda plati

(B—-A)v .

o2

P=D-—

Z toho podla vety 3.1.1 , definicie 1.1.1 a vety 1.1.2 mame

B— A7
A(B.p) = d<B:P>=”P‘B“:HB_( Hﬁl\?) “_B‘:
_ H(A_B)UU _ A= By 1[4 BT

1712 [GE [l

q.e.d.

Priklad 3.1.3 Vypocitajte vzdialenost bodu B[—7,3| a priamky p : = —2 +
dty=1-—1.

Riegenie. Priamka p prechaddza bodom A = [—2,1] a m& smerovy vektor @ =

(3, —1). Vektor kolmy na vektor « mé sturadnice v = (1, 3). Podla vety 3.1.3 plati

d(B.p) = (-=2+7,1-3)-(1,3)] _ V10

V12 + 32 10 -

Veta 3.1.4 Nech L = [ly,ls] je bod a ax + by + ¢ = 0 je rovnica priamky p

euklidovskej roviny Eo. Potom plati

|CLl1 + le + C|
d(L,p) =112 14
Dokaz. Nech M = [my, msy] je Tubovolny bod priamky p, ¢ize plati
amy + bmgy + ¢ = 0. (15)

Zrejme 7 = (a,b) je normélovy vektor priamky p. Vektor kolmy na vektor 7 je
= (—b,a).
Podla vety 3.1.3 a rovnosti (15) dostavame

(M —L)-a] _ [(m1—lL)a+ (ma — )b

e Y~
. |—al1—bl2—|—am1—|—bm2)|_|—al1—bl2—c|_
- N/ T JEre
|al1 + blg + C|

Va? + b?

q.e.d.
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Priklad 3.1.4 Vypocitajte vzdialenost bodu L = [3,7] a priamky p: Tx —y+1 =
0.

Riesenie. Podla vety 3.1.4 dostavame

|73 -1741  3V2
T (-12 2

Priklad 3.1.5 Priamky p: 22 —3y—1=0,¢:2xr+y—13=0a
r : —6x +y + 11 = 0 vytinaju v rovine trojuholnik.Vypocitajte velkosti vysok

d(L,p)

daného trojuholnika.

Riesenie. Oznaéme A (vid obr.17) prieseénik priamok p a r. Pre stradnice

Obr. 17:
A = [ay, as] potom plati

2&1-3@2—1 =0
—6a; +as+11 = 0.

Teda A = [2,1]. Nech B = [by, by] je priese¢nikom priamok p a g, ¢ize

2by —3bp—1 = 0
2by +by — 13 = 0.

Z toho B = [5,3]. Oznac¢me C = [c1, ¢o] priesecnik priamok r a ¢, potom

—601+02+11 = 0
2C1+CQ—13 = 0.

Teda C' = [3,7].

Velkost vysky je vzdialenost bodu a priamky, ktord obsahuje protilahla stranu.
Cize v, je vzdialenost bodu C a priamky p, v, je vzdialenost bodu B a priamky r
a v, je vzdialenost bodu A a priamky g.

Podla vety 3.1.4 dostavame
[23-37-1]  16V13

c — dCy )
v (C,p) o0 13
224+11—1
ve = d(A,q):' + 3|:8\/5,
Va4 +1 )
—65+13+11] 1
b d(B’T):| 6.5+ 13 +11] _ 6\/37'

V36 +1 37
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Cvicenia

3.1.1 Vypoditajte vzdialenost bodu A = [5,1] a priamky p, ak
a)p:2r—3y+5=0;

b)p:7x—y+1=0;

c)p:3x+ 10y = 0;

d)p=(C,B-C),C=10,0],B=12,3].

3.1.2 Urcte bod X tak, aby d(X,p) =5 a d(X,q) = %7 ak p:5r+12y =0 a
q:3r—4y =0.

3.1.3 Urcte c tak, aby vzdialenost zaciatku stiradnicovej ststavy a priamky

q:x+y+c=0bolab.

3.1.4 Napiste vSeobecnt rovnicu priamky ¢, ktord je rovnobezna s priamkou

p:3x+ 4y — 1 = 0 a vzdialenost priamky ¢ a bodu S = [2, —1] je rovn4 1.

3.1.5 Na priamke p : x + y — 8 = 0 najdite taky bod X, aby vzdialenost bodu X
a bodu P = [2, 8] a vzdialenost bodu X a priamky ¢ : © — 3y + 2 = 0 bola rovnaka.

3.1.6 Urcte polomer kruznice so stredom S = [1, —2], ktora sa dotyka priamky
p: 6y —8x—30=0.

3.1.7 Napiste rovnicu kruZnice, ktord prechddza bodmi A = [-3,4], B =[0,1] a
dotyka sa priamky p : 3x — 4y — 2 = 0.

3.1.8 Vypocitajte velkosti vySok trojuholnika ABC, ak A = [1,0,—1], B =
2,2,1]aC =[1,-2,1].

3.1.9 Vypocitajte velkosti stenovych vysok Stvorstena ABC'D, ak A = [2,1,0],
B=11,-1,1,], C[3,0,—1] a vrchol D = [0, 1, —3|.

Vysledky

3.1.1 a) 12413 1) T2 ¢) 25V109 ) /T3, 3.1.2 [13,0], [-13,0]. 3.1.3 5V/2, —5v/2.

31432 +4y+3 =032 +4y —7=0.3.1.5 [3,5], [-37,45]. 3.1.6 5. 3.1.7
(x+3)+(y—12=9, (x— B)? + (y— 22 = (18)2.3.1.8 \ /2, 3,2V2. 3.1.9

49 49 170
V114 5v45 /462
3 79 v 6 -
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3.2 Vzdialenost bodu a roviny

Veta 3.2.1 Nech A je lubovolny bod a p je rovina euklidovského priestoru Es. Nech

q je priamka, ktord prechddza bodom A a je kolmd na rovinu p. Potom
d(A,p) = d(A, P),
kde P je priesecnik roviny p a priamky q.
Dokaz. Pre ilustraciu vid obr.18.

Obr. 18: Vzdialenost bodu A a roviny p

Pretoze d(A, P) je prvkom mnoziny {d(A, X); X € p}, sta¢i podla definicie 3.1
ukazat, ze pre kazdy bod X € p plati d(A, P) < d(A, X).
Podla definicie 1.1.1 a vety 1.2.2 mame

(A, X) = [ X — AP = (X - 4)(X - 4).

Vzhladom na to, ze X —A= (X —-P)+(P—A)a (P—A)(X —P) =0 (kedze
P — A je smerovy vektor priamky g a X — P je smerovy vektor roviny p, a teda

navzajom kolmé), tak plati

P(A,X) = (X =P)+(P - A) (X~ P)+(P—A)) =

X —P)(X —P)+ (X - P)(P—A) +
H(P—A)(X —P)+ (P—A)(P—A) =

= (X-P)(X-P)+(P-A)(P—-A) =

IX = P||* + ||P — A|* = &*(P, X) + d*(A, P).

(
(

Pretoze vzdialenost dvoch bodov je nezédporné ¢islo, tak ziskavame
d*(A, X) > d*(A, P).

Teda
d(A, P) <d(A, X).

q.e.d.
Priklad 3.2.1 Vypocitajte vzdialenost bodu A = [3,5, —6] a roviny p : 2z — 2y +

z—8=0.
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Riesenie. Normélovy vektor 1 = (2, —2,1) roviny p je zaroven smerovym vek-
torom priamky kolmej na rovinu p. Teda parametrické vyjadrenie priamky g pre-

chadzajicej bodom A a kolmej na rovinu p ma tvar

r = 3+2t
y = 5—2t
z = —6-+t.

Oznacme P priesecnik priamky ¢ a roviny p. Dosadenim parametrickych rov-
nic priamky ¢ do vseobecnej rovnice roviny p ziskame jeho stradnice. Teda P =
(7,1, —4].

Vzdialenost bodu A a roviny p je podla vety 3.2.1 rovna vzdialenosti bodov A

a P. Cize dostavame

d(A,p) =d(A,P)=+/(T—3)2+ (1 —5)2+ (-4 +6)2 = 6.

Veta 3.2.2 Nech rovina p je urécend bodom A a normdlovym vektorom 1. Nech B

je lubovolny bod priestoru Es. Potom plati

Dokaz. Nech ¢ je priamka kolmé na rovinu p a prechadzajuca bodom B. Pre

Obr. 19:

Tubovolny bod X priamky ¢ potom existuje realne ¢islo r také, ze X = B + rii.
Oznacme P priese¢nik priamky ¢ a roviny p (vid obr.19). KedZe P € ¢, potom

existuje také realne cislo 71, ze plati
P=B+nrmn.

7 toho, ze P — A je smerovy vektor roviny p a 7 je jej norméalovy vektor
dostavame

(P—A)-il=

Z tychto rovnic mame

Podla vety 1.2.2 méme



a tak r = %. Teda plati

B —A)n
17

Z toho podla vety 3.2.1, definicie 1.1.1 a vety 1.1.2 méme

B— A
7l
- —o || = == 7] = T
q.e.d.
Priklad 3.2.2 Vypocitajte vzdialenost bodu B = [-7,0,—1] a roviny p : 4x +

12y — 32— 1 =0.

Riesenie. Vektor 17 = (4,12, —3) je normalovy vektor roviny p. Lubovolny bod
patriaci rovine p ma suradnice [:c, Y, %] . Teda napriklad bod A = [1,1,5]
patri rovine p.

Podla vety 3.2.2 dostavame

(1+7,1-0,5+1)- (4,12, -3)|

=2.
V42 + 122 + (=3)?2

d(B,p) =

Veta 3.2.3 Nech L = [ly,1s,13] je bod a ax + by + cz + d = 0 je rovnica roviny p

euklidovskeho priestoru £3. Potom plati

o |6Ll1 +bl2 —|—Cl3 —|—d|

Dokaz. Nech M = [my, ma, m3] je Tubovolny bod roviny p, ¢ize plati

d(L, p) (16)

amy + bmy +cmsz +d = 0. (17)

Zrejme 7 = (a, b, ¢) je normélovy vektor roviny p.

Podla vety 3.2.2 a rovnosti (17) dostavame

d(L p) _ |(M — L) . ﬁ| _ |(TTL1 — ll)a+ (m2 — l2)b-{- (m3 _ l3)C| _
| I N

| —aly — bly — cl3 + amy + bmg + cm3)|

Va2 + b2+ 2

| —aly —bly — cly —d| |y + bly + cls + d]

Va2 + b2+ c? Va2 + b2+ 2

q.e.d.
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Priklad 3.2.3 Vypocitajte vzdialenost bodu L = [—1,3,2] a roviny p : 3z — 4y +
52 4+ 15 = 0.

Riesenie. Podla vety 3.2.3 dostavame

C3.(=1) + (—4).3+5.2+15]
B (E V2

Priklad 3.2.4 Vypocitajte velkost vysky stvorbokého ihlana ABC' DV s vrcholom
V,ak A=1[2,—-1,2], B=10,0,5], C =[-1,0,5], D =[4,-3,—4] a V =[1,2,1].

d(L, p)

Riesenze.
Obr. 20:

Ozna¢me p rovinu prechadzajicu bodmi A, B, C. Smerové vektory roviny p
siu=B—-A=(-213),7=C—-A=(-3,1,3). Normalovy vektor 7 roviny
p je kolmy na smerové vektory roviny p. Teda podla definicie 1.3.1 a vety 1.3.2
dostavame

n=1uxv=(0,-3,1).
VSeobecna rovnica roviny p méa tvar
—3y+z2z—5=0.
Velkost vysky v ihlana ABC'DV je vzdialenost bodu V' a roviny ABC' (vid obr.

20). Podla vety 3.2.3 mame

014 (=3)2+1.1-5]
Av.p) = VR + (=32 412 vIo.

Cvicenia

3.2.1 Vypoditajte vzdialenost bodu D = [1,1, 1] a roviny «, ak
a) a:dr + 4y + 2z — 42 =0;

b) a: 3z —2y+4z—5=0;
c)a:x=24+s+2t,y=2+2s+t,z=2+3s+ 3t
d)a:r=3+2s—3t,y=1—2s+3t,z =4s — 5t.

3.2.2 Urcte vzdialenost zaciatku stradnicovej sustavy a roviny « : 15x — 10y +
6z = 190.

3.2.3 Urcte vzdialenost bodu M a roviny p, ak M = [—7,3,1] a rovina p preché-
dza bodmi A =[1,0,1], B =[2,2,1], C =[0,0,2].
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3.2.4 Napiste rovnicu roviny «, ktord je kolmé na priamku p : 22 —y 4+ 2 =

0,6x —y+ 2z —4 = 0 a vzdialenost zacdiatku stradnicovej ststavy a roviny « je

V29.

3.2.5 Na osi z najdite taky bod A, aby vzdialenost bodu A a roviny « : x + 4y —
3z — 2 =0 a vzdialenost bodu A a roviny (3 : 5z + z + 8 = 0 bola rovnaka.

3.2.6 Napiste rovnicu roviny «, ktora je rovnobezna s rovinou p : t+y+2—6 =0

a vzdialenost zaciatku stradnicovej stistavy a roviny a je v/3.

3.2.7 Nech ABCDEFGH je kocka s hranou a = 1. Vypocitajte vzdialenost bodu
F aroviny BGE.

3.2.8 Vypocitajte velkost telesovych vysok Stvorstena ABCD, ak A = [2,1,0],
B=[1,-1,1,C=[3,0,—1], D =[0,1,—3].

Vysledky

3.2.1 a) V33, b) 0, ¢) %2, d) ¥2. 3.2.2 10. 3.2.3 3. 3.2.4 y + 2 + /58 = 0,
3], [0,0

3
y+2z—+/58=0.3.2.5[0,0 ,—2].8.26 x4+y+24+3=0,2+y+2-3=0.

V3 3v5  15v38 1577
3.2.7 5 3.2.8 T, T3g 0 Tgr

(@23
w%
V)

3.3 Vazdialenost dvoch rovin

Dve roviny mézu byt réznobezné, rovnobezné rézne a rovnobezné totozné.
Podla definicie 3.1 vzdialenost réznobeznych rovin a rovnobeznych totoznych
rovin je nulova. Preto sa budeme dalej zaoberat len vzdialenostou dvoch rovnobez-

nych réznych rovin.

Veta 3.3.1 Nech o a 3 su rovnobeiné roviny priestoru Es a nech A je lubovolny

bod roviny o. Potom

d(av, B) = d(A, B).

Dokaz. Nech p je priamka, ktord prechadza bodom A a je kolmé na

rovinu 3 . Ozna¢me P priesecnik roviny 3 a priamky p (pre ilustraciu vid obr. 21).

Obr. 21: Vzdialenost rovin a a 3
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Podla vety 3.2.1 vieme, Ze vzdialenost bodu A a roviny (3 je rovné vzdialenosti
bodu A a bodu P. Kedze d(A, P) je prvkom mnoziny {d(X,Y); X € o,Y € (3}
staci ukazaft, ze

(VX € a)(VY € ) d(A, P) < d(X,Y).

Nech X € aa’Y € (8 st lubovolné body. Z toho, Ze roviny « a (3 st rovnobezné,
bod R=P+ (X —A) e p.

Okrem toho plati

X-R=(X-P)—-(X-A)=A-X)+(X-P)=A—P,

Vektor A — P je smerovy vektor priamky p a teda kolmy na rovinu 3. Teda aj
vektor X — R je kolmy na rovinu f3.

Priamka ¢, ktora prechadza bodom X a méa smerovy vektor X — R, je kolma
na rovinu /J.

Bod R je priesecnik priamky ¢ a roviny 3. Kedze
(X —R)=(A-P),

tak
d(X,R) =d(A, P).

Vzhladom na vetu 3.2.1 pre kazdy bod Y € (3 plati d(X, R) < d(X,Y). Potom
d(A,P) =d(X,R) <d(X,Y).
q.e.d.

Priklad 3.3.1 Vypocitajte vzdialenost rovnobeznych rovin o : bx —2y—z2+1=0
af:br—2y—2z+7=0.

Riesenie. Podla vety 3.3.1 vzdialenost rovin a a 3 je vzdialenost Tubovolného
bodu roviny « a roviny 3. Teda napriklad aj vzdialenost bodu A = [1, 1, 4] a roviny

3. Cize podla vety 3.2.3 dostdvame

51—-21—-14+7 /30
VB2 A+ (=22 + (=12 5

Dosledok 3.3.2 Nech rovina o : ax + by + cz +dy =0 a rovina

(e, §) = d(A, B) =

G :ax+by+cz+dy =0 si rovnobezné roviny priestoru Ez. Potom pre vzdialenost

rovin «, (3 platt

|dy — di|

ded) = T e
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Dokaz. Nech P = [py,ps, ps] je Tubovolny bod roviny «, potom
api + bps + cp3 = —d;. Preto podla vety 3.3.1 a vety 3.2.3 dostavame

d(o, ) = d(P, ) = |apy +bpa + cps + dy| | — di + dy
Va2 + b2 + 2 Va2 +02+2

q.e.d.

Priklad 3.3.2 Vypoditajte vzdialenost rovnobeznych rovin o : £ —3y+52—2 =0
af:x—3y+52+33=0.

Riesenie. Podla dosledku 3.3.2 mame

— (-2
d(e, B) = ’33 ( )| = V/35.
V12 + (=3)2 + 52
Priklad 3.3.3 Vypocitajte vzdialenost rovin ABC' a EFG kvadra
ABCDEFGH, ak d(B,E) =17,d(B,H) =10, d(A, H) = 8.

Riesenie. Ozna¢me « rovinu ABC' a [ rovinu EFG (vid obr. 22).

Obr. 22:
Trojuholnik BEH je pravouhly a podla Pytagorovej vety mame
d(E, H) =102 — 72 = /51.
Podobne trojuholnik AEH je pravouhly a podla Pytagorovej vety dostavame
d(A,E) = /8 — (v/51)2 = V13.

Roviny « a [ st rovnobezné, a teda podla vety 3.3.1 ich vzdialenost je rovna
vzdialenosti fubovolného bodu (napr. A) a roviny (. Priamka obsahujtca tsec¢ku
AFE je kolmé na rovinu (3 a priese¢nik tejto priamky a roviny 3 je bod E. Z toho
podla vety 3.2.1 dostavame

d(a, ) = d(A, E) = V13.

Cvicenia

3.3.1 Vypocitajte vzdialenost rovin « a 3, ak
a)a:4x+3y—52=8, f:4x 4+ 3y — 52+ 12=0;
)

b)a:—z+2y+2=70:3x—6y—32=0;
c)a:1ler—2y—10z+15=0, §: 11z — 2y — 10z — 45 = 0;
d)a:2r—y+2-9=0,0:24+y—2=0;

e) a:2r+3y—6z=—14, F: 2z + 3y — 62 = 35.
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3.3.2 Napiste rovnicu roviny «, ktora je rovnobezné s rovinou v a vzdialenost
roviny a a vy je v, ak

a)vy:3r—6y—224+14=0, v=23;

b) v:dx 42y — 4z =27, v =5.

3.3.3 Vypocitajte velkost hrany kocky, ktorej dve steny lezia v rovinach
a)2r —2y+z+5=0,20—2y+2+2=0;
b) 3z —42+8=0,6x —82—-4=0.

3.3.4 Dand je kocka ABCDEFGH, d(A,B) = 5. Body K, L, M, N st stredy
hran AD, BC, EH, GH. Vypocitajte vzdialenost rovin AMN a KLH.

3.3.5 Danad je kocka ABCDEFGH. Vypocitajte vzdialenost rovin ACH a BGFE,

ak telesova uhlopriecka kocky mé velkost u.

Vysledky

3.3.1 a) 2v/2, b) %6, c)4,d)0,e)v49.3.3.2 a) 3z — 6y — 22— 7 =0, 3z — 6y —
22435=0,b)de+2y—42—54=0,4r+2y—42+6=0. 3.3.3a) 1, b) 2. 3.3.4
0.3.3.5.

3.4 Vzdialenost dvoch priamok

Dve priamky mozu byt rovnobezné rozne, rovnobezné totozné, roznobezné a
mimobezné.

PodTla definicie 3.1 je vzdialenost dvoch roznobeznych priamok alebo rovnobez-
nych totoznych priamok nulova. Preto sa v dalsich ivahach budeme zaoberat len

vzdialenostou priamok, ktoré nemaji spoloény bod.

Veta 3.4.1 Nech p a q si rovnobezné priamky priestoru E,, nech A je lubovolny
bod priamky p. Potom

d(p,q) = d(A, q).

Dokaz. Nech r je priamka, ktora prechadza bodom A a je kolméa na priamku q.

Ozna¢me P priese¢nik priamky ¢ a priamky r (pre ilustraciu vid obr. 23).

Obr. 23: Vzdialenost priamok p a ¢
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Podla vety 3.1.1 vieme, Ze vzdialenost bodu A a priamky ¢ je rovné vzdialenosti
bodu A a bodu P. Kedze d(A, P) je prvkom mnoziny {d(X,Y); X € p,Y € ¢} staci
ukéazat, ze

(VX € p)(VY € q) d(A, P) < d(X,Y).

Nech X € paY € ¢ st lubovolné body. Z toho, Ze priamky p a ¢ st rovnobezné,

bod R =P + (X — A) € q. Okrem toho plati

X-R=(X-P)—(X-A)=(A-X)+(X-P)=A—P.

Vektor A — P je smerovy vektor priamky r a teda kolmy na priamku ¢g. A teda
aj vektor X — R je kolmy na priamku q.

Priamka k, ktora ma smerovy vektor X — R a prechadza bodom X, je kolma
na priamku q.

Bod R je priesecnik priamok k a ¢. Kedze
(X = R) =(A-P),
tak
d(X,R) =d(A, P).
Vzhladom na vetu 3.1.1 pre kazdy bod Y € ¢ plati d(X, R) < d(X,Y). Potom
d(A,P) =d(X,R) <d(X,Y).
q.e.d.

Priklad 3.4.1 Vypocitajte vzdialenost rovnobeznych priamok p : z =1 —t,y =
442t,z=5+4taq:x=2—t,y=—2+2t,2 =3+ 4t.

Riesenie. Podla vety 3.4.1 vzdialenost priamok p a ¢ je rovna vzdialenosti [ubo-
volného bodu priamky p a priamky ¢. Teda napr. bodu A = [1,4, 5] a priamky q.
Smerovy vektor § = (—1,2,4) priamky ¢ je zaroven normélovym vektorom
roviny p kolmej na priamku ¢ a prechadzajticej bodom A. Teda vSeobecna rovnica
roviny p je
—r+2y+42—-27=0.

Oznacme P priese¢nik roviny p a priamky ¢. Dosadenim parametrickych rovnic

priamky ¢ do vSeobecnej roviny p ziskame jeho stiradnice. Teda
P=11,0,7].

Podla dosledku 3.1.2 mame

d(A,q) = d(A, P) = /(1 —1)2+ (0 —4)2+ (7—5)2 = 2V5.
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Désledok 3.4.2 Nechp:ax+by+c1 =0 aq:ax+ by + co =0 su rovnobezné

priamky priestoru Eq. Potom pre vzdialenost priamok p a q plati

e —al

d(p,q) = N/

Dokaz. Nech P = [py,ps] je lubovolny bod priamky p. Potom
apy + bpy = —cy a podla vety 3.4.1 a vety 3.1.4 dostavame

_ lapy + bpa + c2| _ | — 1 + ¢

d(p,q) = d(P,q) N N

q.e.d.

Priklad 3.4.2 Vypocitajte vzdialenost rovnobeznych priamok p : 4x —3y —1 =0
aq:4r—3y+7=0.
Riesenie. Podla désledku 3.4.2 plati

== 8
d(p,q) = m T

Definicia 3.4.1 Osou mimobezZnijch priamok p a q budeme rozumiet

priamku roznobezni s obidvoma priamkami p a q a kolmiu na kaZdi z nich.

Veta 3.4.3 Nech p a q si mimobezné priamky priestoru Es a nech o je os tychto

priamok. Potom
d(p,q) = d(A, B),

kde A je priesecnik osi o a priamky p a B je priesecnik osi o a priamky q.

Obr. 24:

Dokaz. Nech « je rovina obsahujicu priamku p a rovnobezna s priamkou gq.
Nech £ je rovina rovnobezna s rovinou « a obsahujtca priamku ¢ (vid obr. 24).
KedZe os o je kolmé na priamku p aj ¢, tak je kolmé na rovinu « a teda aj [.

Podla vety 3.3.1 a vety 3.2.1 dostavame
d(a, B) = d(A, B).
Podla definicie 3.1 mame

d(A,B) = min{d(X,Y); X € a,Y € 8} <
< min{d(X,Y); X € p,Y € ¢} =d(p,q).
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Kedze A € p, B € ¢, tak
d(p,q) < d(A, B).

Teda dostavame
d(p,q) = d(4, B).

q.e.d.

Priklad 3.4.3 Urcte os mimobeziek p a ¢ a vypocitajte vzdialenost
priamok p a ¢, ak

prx=2ty=—-15—t,z=—6+3t,
q:x=3+4s,y=4+2s,2=2—3s.

RieSenie: Smerové vektory priamok p a ¢ st s, = (2,—1,3), s, = (4,2, —3).

Obr. 25:

Os r mimobeziek p a ¢ je kolma na priamky p a ¢, preto
Sy = 8y X §g = (—3,18,8)

je smerovy vektor priamky r.

Nech « je rovina obsahujtca priamku g a r (vid obr. 25). Kedze bod A = [3, 4, 2]
patri priamke ¢, tak bod A patri aj rovine a. Priamky p a r st réznobezné, ¢ize
rovina o prechadzajica bodom A ma nekolinedrne smerové vektory s; a s;. Teda

jej parametrické rovnice su:

r = 3+4u—3v
y = 44 2u+18v
z = 2—3u-+ 8uv.

7 toho vSeobecnd rovnica roviny « je
70z — 23y + 782 — 274 = 0.

Nech K je priese¢nikom priamok p a r. KedZe v rovine « lezi priamka r (a teda
aj bod K), tak K je priesetnikom priamky p a roviny .. Dosadenim parametrickych

rovnic priamky p do vSeobecnej rovnice roviny o dostaneme jeho stiradnice. Teda
K =1]2,-16,-3].
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Os r prechadza bodom K a ma smerovy vektor s,., teda jej parametrické rovnice

sa
r = 2-—3c
y = —16-+18¢c
z = —3+8c ceRR

Nech L je priesecnik priamok ¢ a r. Porovnanim pravych stran parametrickych
rovnic priamok ¢ a r ziskame stradnice bodu L. Cize L = [~1,2,5].

Podla vety 3.4.3 vzdialenost mimobezZiek p a ¢ je rovna vzdialenosti bodov K
a L. Teda

d(K,L) = v/(—3)2 + 182 + 8 = /397.

Veta 3.4.4 Nech p(A, @) a q(B,v) si mimobezné priamky priestoru Es. Potom

(B — A), 4, 7)|
(el

d(p,q) =

Dokaz.
Obr. 26:

Nech o je os mimobeznych priamok p a q. Ozna¢me P priesecnik priamok o a
p, @ priesecnik priamok o a ¢ (vid obr. 26).

Podla vety 1.3.2 je vektor # X ¢ kolmy na @ a ¥ a teda je smerovy vektor osi
o. Vektor P — @) je tp—nasobkom vektora « x ¢ resp. t;—nasobkom jednotkového

vektora 222 Cize
[l x|

— —

P—Q:tg(ﬂ’xf)’):tl Y

[

Vektor A — P je smerovy vektor priamky p a teda je kolmy na smerovy vektor

osi 0. Podla vety 1.2.3 dostavame

(A— P)(i@ x @) = 0.

A teda aj skalarny sucin vektora A— P a normovaného vektora % je rovny nule.
Teda mame L
(A= P)r o =0,
[ x ]
Podobne L
U X U
(Q— B)m = 0.
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Kedze (A— B) = (A— P+ P —Q+ @ — B), potom podla vlastnosti skalarneho

sudéinu mame

UXU UXU
(A-B) ——=(A-P+P-Q+Q—B) ———— =
| x | | x
UXT UXT UXv
=(A—= P)- P — . — B =
SRR T I oy IR P
U XU
:(P_Q) — S|
|40 x o]
Ked’ie%-”gig“:1aP—Q:t1-”g§gH,tak plati
UXT UX T UX T UXT
t:tlzt . . = P— . — A—B .
==t e - E D Jaxa =B axa
Podla vety 1.1.2 dostavame
U XU UXT
P_ — t —_— :t . _—
1P = el 1|rxwﬂ '”‘nﬁxw
|4 x o]
t t1].
|1| HﬁXUH |1|
Teda plati
UXU
IP =@l =l = |4~ B)- (220,
| x |
Podla vety 3.4.3 a vety 1.2.2 mame
(U x 7)
ﬂn@zzﬂRQF%P—@P{M—B)H_*—
|4 x ]

(A-B)(uxv)| _ [(B-A 45

laxal x|

g.e.d.

Poznamka. Vsimnite si, Ze nie je potrebné, aby priamky p, ¢ boli mimobezné,

staci, aby neboli rovnobezné, presnejsie, aby vektor # X ¢ bol nenulovy.

Priklad 3.4.4 Vypocditajte vzdialenost priamok p : © = 2—3t,y = 8—1t,2 = 3—4t
aq:rx=14+2t,y=4+3t,z=5—2t.

—

Riesenie. Priamka p obsahuje bod A = [2,8,3] a ma smerovy vektor @ =
(—3,—1,—4). Priamka ¢ obsahuje bod B = [1,4,5] a mé& smerovy vektor 7 =
(2,3, -2).

ZmieSany sucin vektorov B — A, i, U je podla definicie 1.4.1 rovny
(B—A),u,v) =((—1,-4,2) x (—=3,—-1,-4)) - (2,3,—-2) = 28.
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Velkost vektorového sucinu vektorov @ a v je rovné
[@ x 0] = [[(=3,-1,—4) x (2,3, -2)[| = 21.

Podla vety 3.4.4 mame
d(p.q) = 28 4
PO=917 3
Priklad 3.4.5 Vypocitame vzdialenost priamky p: x+2y+2—5=0,2 — 2y —
3z—1=0apriamky q:x=—-6+3t,y=—-3,2=—-2t.

Riesenie. Priamka p je uréend ako prienik rovin 7 : 4+ 2y +2—5 =0 a
w:x—2y—3z—1=0. Normalové vektory obidvoch rovin st kolmé na smerovy

vektor priamky p. Vektor
(—4,4,—-4) = (1,2,1) x (1,—-2,-3)

je teda smerovy vektor priamky p. Kvoli jednoduchosti vSak budeme pracovat so
smerovym vektorom §;, = (1,—1,1).
Ked7e stiradnice bodu A = [5, —1, 2] spliiaji rovnice rovin 7 a p, tak A € p.

Parametrické vyjadrenie priamky p ma tvar

r = b+s
y = —1-—s
z = 2-+s.

KedZe smerové vektory priamok p a ¢ st linedrne nezavislé, priamky p a ¢ st
bud roéznobezné, alebo mimobezné.

Prienikom priamky ¢ a roviny 7 je bod so stiradnicami [45, —3, —34], ktory
nelezi v rovine . Preto priamky ¢ a p st mimobezné.

Kedze B = [—6,—3,0] € ¢ a A € p, vektor s, = (3,0, —2) je smerovy vektor

priamky ¢ a vektor s, je smerovy vektor priamky p, tak podla vety 3.4.4 dostavame

((=11,-2,-2),(1,-1,1), (3,0, -2))| _
1(1,—1,1) x (3,0, =2)| = /38.

d(p,q) =

Cvicéenia

3.4.1 Urcte os mimobeziek p a ¢, ak
prx=13+2t,y =3t, z =43 — 4;
q:r=—-359y=3582=342s.
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3.4.2 Vypocitajte vzdialenost rovnobeziek p a ¢, ak
a)p:3x—2y+20=0,q:6x—4y+7=0;
b)p:x+2y—10=0,q¢: 2 =3—-2t,y=1+1
c)p:x—%y—i-l:O,q:x:1+t,y:—2—|—3t.

3.4.3 Zistite vzdialenost priamok p a ¢, ak
a)p:r=24+sy=2+28,2=2+3s,q:x=142t,y=2+t,2=3—1;
Yp:x=5+4s,y=—-2s,2=—-1+6s,q: 0 =7—6t,y=6+3t,z=5—9¢;
Ypix=1425,y=1+2s,2=1+4+2s,q:x=2+t,y=2+t,z=—1—1t;
)p:x=94+2s,y=—-5,2=2+3s,q:x=T+6t,y=3+1t,2z=—t.

Qo o

3.4.4 Vypocitajte vzdialenost mimobeziek p : * = 3t,y = —2t,z = 1+t a
q:x=5—5y=1+2s,z=—3s.

3.4.5 Vypoditajte najvicsiu mozni vzdialenost dvoch mimobeznych hran Stvor-
stena ABCD, A = [-3,-2,5], B = [-3,0,2], C = [-2,4,-3]|, D = [-7,6,60]
(Vzdialenostou dvoch mimobeznych hran rozumieme vzdialenost dvoch priamok

obsahujucich tieho hrany).

3.4.6 Urcte vzdialenost priamok obsahujicich hrany FF a AB pravidelného troj-
bokého hranola ABCDEF, ak d(A,B) =d(A, E) =

Vysledky

3412 =3+10t,y=—1+8tz=1+11t. 3.4.2 a) Y3 b) /5, c) 200 3.4.3 a)
2V88 1) 0, c) 0, d) 212, 3.4.4 V6. 3.4.5 201 3,46 1.

3.5 Vazdialenost priamky a roviny

Priamka bud lezi v rovine, alebo priamka je rovnobezné s rovinou ale nelezi v
nej, alebo priamka je réznobezna s rovinou.

Ked priamka lezi v rovine, alebo ked priamka a rovina st roznobezné, tak podla
definicie 3.1 je vzdialenost priamky a roviny rovné nule.

V dalgich tvahach sa preto budeme zaoberat vzdialenostou priamky a roviny,

kde priamka je rovnobezna s rovinou, ale nelezi v nej.

Veta 3.5.1 Nech p je priamka a p je rovina euklidovskeho priestoru Eg a nech su

rovnobezné. Nech A je lubovolny bod priamky p. Potom
d(p, p) = d(A, p).
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Obr. 27:

Dokaz. Nech X je Tubovolny bod priamky p. Nech ¢ je priamka, kolmé na rovinu
p a prechadzajica bodom A. Oznacme P priese¢nik priamky p a roviny p (vid obr.
27).

Podla vety 3.2.1 vieme, Ze vzdialenost bodu A a roviny p je rovné vzdialenosti
bodov A a P. Kedze d(A, P) je prvkom mnoziny {d(X,Y); X € p,Y € p} staci
ukézaft, ze

(VX € p)(VY € p) d(A, P) < d(X,Y).

Nech X € p aY € p st Iubovolné body. Z toho, Ze priamka p a rovina p s

rovnobezné, bod R = P + (X — A) € p. Okrem toho plati

X-R=(X-P)—-(X-A)=A-X)+(X-P)=A—P,

Vektor A — P je smerovy vektor priamky q , teda kolmy na rovinu p. Potom aj
vektor X — R je kolmy na rovinu p.

Priamka r, ktora prechddza bodom X a ma smerovy vektorom X — R je kolma
na rovinu p.

Bod R je priese¢nik priamky r a roviny p. Kedze
(X - R)=(A-P),
tak
d(X,R) =d(A, P).
Vzhladom na vetu 3.2.1 pre kazdy bod Y € p plati d(X, R) < d(X,Y). Potom
d(A,P)=d(X,R) <d(X,Y).
q.e.d.

Priklad 3.5.1 Vypocditajte vzdialenost priamky p : x = 1—2t,y = 3—4t, z = 2+t
aroviny p:4r —y+4z—3=0.

Riesenie. Kedze smerovy vektor s, = (—2, —4, 1) priamky p a normalovy vektor
1 = (4,—1,4) roviny p st kolmé, potom priamka p a rovina p s rovnobezné.

Podla vety 3.5.1 vzdialenost priamky p a roviny p je rovné vzdialenosti Iubo-
volného bodu priamky p a roviny p. Teda napr. bodu A = [1, 3, 2] a roviny p. Podla
vety 3.2.3 mame

B 41+ (-1)3+42-3] 6V33
d(p, p) = d(A, p) = JET e B
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Daosledok 3.5.2 Nech priamka p obsahugica bod R = [r1,72,73] a rovina « : ax +
by + cz + d = 0 euklidovského priestoru s st rovnobezné. Potom pre vzdialenost
priamky p a roviny « plati

_ary +bry + crs 4 d|

Va2 + b2+ c?

Dokaz. Dokaz vyplyva priamo z vety 3.5.1 a vety 3.2.3.

d(p, @)

Priklad 3.5.2 Vypocditajte vzdialenost priamky p : © = 1—2t,y = 142t, 2z = 1-3t
aroviny w:2x+8y+4z—4=0.

Riesenie. Kedze smerovy vektor §= (—2,2, —3) priamky p a normalovy vektor
1 = (2,8,4) roviny w st navzajom kolmé, tak priamka p je rovnobezna s rovinou w.
Z toho, 7e A =[1,1,1] € p, podla désledku 3.5.2 plati

214814414 521

V2R 21

Priklad 3.5.3 Vypocitajte velkost vysky trojbokého ihlana ABCV, ak

A =[1,21], B=1[-1,3,4], C = [2,3,—1] a vrchol V lezi na priamke p : z =
1+ 4t,y=3—2t 2= —1—6t.

d(p,w)

Riesenie. Oznacme « rovinu podstavy ihlana ABCV (vid obr. 28). Kedze B— A =

Obr. 28:
(-2,1,3), C — A= (1,1,-2), pre normalovy vektor 7 roviny « plati
n=(B—A)x(C—-A)=(-5-1,-3).
Potom vSeobecna rovnica roviny « je
5 +y+ 3z —10 = 0.

Normélovy vektor 7 roviny « a smerovy vektor @ = (4, —2, —6) priamky p st
navzajom kolmé, ¢ize priamka p a rovina « st rovnobezné.

Velkost vysky ihlana je vzdialenost vrcholu a roviny podstavy. Z toho, zZe
priamka p a rovina « st rovnobezné, velkost vysky ihlana ABCYV je vzdialenost
Tubovolného bodu priamky p a roviny a. Teda napr. aj bodu D = [1, 3, —1] a roviny

a. Podla vety 3.2.3 mame

5.1+ 1.3+3.(—1)— 10| /35
Vb2 412 432 7

d(D,«) =
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Cvicenia

3.5.1 Vypoditajte vzdialenost priamky p a roviny p, ak
a)p:x=t,y=—-1-3t,z=5,p:3x+y—2z+ 11 =0;
byp:x=1—ty=—-2+t,z=3+2t,p:2x+4y—2z+5=0;
c)p=(A,B—A),A=[2,3,-1|,B=2,1,5], p: —3x — by + 2z = 0.

3.5.2 Je dana kocka ABCDEFGH. Vypocditajte vzdialenost priamky obsahuju-

cej hranu AD a roviny EFG, ak velkost telesovej uhlopriecky kocky je u.

Vysledky

3.5.1 a) 0, b) 22 ¢) 2238 3,52 v3u,
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4 Obsahy mnohouholnikov

4.1 Obsah trojuholnika

Definicia 4.1.1 Obsahom trojuholnika ABC' v priestore E3 rozumieme redlne ¢islo

S(AABC), pre ktor€ plati
1
S(AABC) = §||(B —A) x (C—=A4)].

Poznédmka. Rovinu E; moZeme chépat ako siradnicovi rovinu priestoru Es, teda

predosli definiciu mozeme vyuzif aj v Eo doplnenim nulovej z-tovej stradnice.

Priklad 4.1.1 Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, ak
a) A=105,2—1], B=16,-2,2], C =[1,1,1];
b) A= [5,-2], B = [4,7], C = [-3,3),

Riesenie: a) Kedze B — A = (1,-4,3) a C — A = (—4,—1,2), potom vektor
(B—A) x (C — A) ma podla definicie 1.3.1 suradnice

(B — A) x (C'— A) = (=5, 14, —17).

Podla definicie 4.1.1 plati

S(AABC) = L[[(B—4) x (C— A)| = 5/(5F + (1P + (17

—1510
= V510,

b) Dopliime z-tovi stradnicu bodov A, B, C. Uvazujme teda A = [5,—2,0], B =
[4,7,0], C' = [~3, —5,0].
Potom B — A = (—1,9,0), C' — A = (—8,-3,0), a
(B—A)x (C—A)=(0,0,75).

Podla definicie 4.1.1 dostéavame

1
S(AABC) = 5 - T5.

Poznamka. Predosla definicia formélne zavisi od poradia vrcholov trojuholnika.

Nasledujtuca veta ukazuje, ze poradie nie je podstatné.

Veta 4.1.1 Nech A, B, C su vrcholy trojuholnika v euklidovskom priestore Es.

Potom

S(AABC) = S(ABCA) = S(ACAB) = S(ACBA) =
— S(ABAC) = S(ANACB).
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Dokaz. Podla definicie 4.1.1 mame
1
S(ANABC) = §||(B —A) x (C=A4)].
Kedze C — A= (C — B)+ (B — A) , potom plati
1
S(AABC) = §||(B —A)x ((C—=B)+(B—-A)]|.
Vyuzitim vlastnosti vektorového stcinu dostavame
1
S(AABC) = S|(B—=A)x(C=B)+((B-A)x(B-A))||=
1 1
= SIB=A)x(C =Bl =;ll-(A=-B)x(C-DB))| =
1
= §||(C — B) x (A—B)|| = S(ABCA).

Podobnym spdsobom dokézeme aj rovnosti S(AABC) = S(ABAC),
S(AABC) = S(ACAB), S(AABC) = S(AACB) a S(AABC) = S(ACBA).

q.e.d.
Veta 4.1.2 Nech ABC je trojuholnik euklidoského priestoru E,. Potom

S(AABC) = = d(A,C) d(B, C)sin(od(A — C, B — C)).

1
2
Doékaz. Pre ilustraciu vid obr. 29.

Obr. 29:

Podla definicie 4.1.1 a podla vety 1.3.2 plati
1 1
S(ACAB) = §||(A —-C)x(B=0C)|| = §||A —C|||IB = C||sin(od(A - C, B—C)).
Kedze ||A—C|| =d(A,C) a ||B - C| = d(B,C), potom dostavame

S(ACAB) = = d(A,C)d(B, C)sin(od(A — C, B — C)).

1
2

Obsah trojuholnika podla vety 4.1.1 nezavisi na usporiadani vrcholov. Teda
mame

S(AABC) = S(ACAB) = %d(A, C)d(B,C)sin(od(A - C, B — ().
q.ed

Priklad 4.1.2 Vypocitajte obsah rovnostranného trojuholnika ABC' so stranou
dlzky a.
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Riesenie. Kedze v rovnostrannom trojuholniku od(A — C, B — C) = %, potom

podla vety 4.1.2 méme

1 2
S(AABC):§-a-a~sing: za

Veta 4.1.3 Nech p je priamka prechddzajica vrcholmi A a B trojuholnika ABC'.

Potom
S(AABC) = % d(A, B)d(C,p).

Dokaz. Nech ¢ je priamka kolma na priamku p a prechadzajica bodom C.

Obr. 30:

Ozna¢me P priesecnik priamok p a ¢ (vid obr. 30).
Podla definicie 4.1.1 a podla vety 1.3.4 plati

S(AABC) = %H(B —A) x (C-A)| =
_ %H(B—A)x((C—P)+(P—A))||:
=SB = 4)x (O~ P) + (B~ 4)x (P~ A)).

Kedze vektory B — A a P — A st linearne zavislé, potom podla désledku 1.3.3
mame

1
S(NABC) = §||(B — A) x (C - P)|.
Podla vety 1.3.2 dostavame
S(ANABC) = %HB — A|||IC — P||sin(od(B — A,C — P)).

Vektory B — A a C' — P st navzdjom kolmé, ¢iZe ich odchylka je rovna 7. Teda

plati
1 LT 1
S(AABC) = S|B - A€~ Plsing =SB - A||C - P|| =
= %d(A, B)d(C, P).

Vzdialenost bodu C' a priamky p je podla vety 3.1.1 rovnda vzdialenosti bodov

C a P. CiZze mame .
S(ANABC) = 5 d(A, B)d(C,p).
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Priklad 4.1.3 Vypocitajte obsah rovnoramenného trojuholnika ABC' so zaklad-

nou dizky 2 a ramenami dizky b.

Riesenie. Nech p je priamka obsahujica body A a B.
KedZe v rovnoramennom trojuholniku vyska prechadza stredom S zakladne
trojuholnika, potom vzdialenost bodu C' a priamky p vypoc¢itame pomocou Pyta-

gorovej vety z pravouhlého trojuholnika BSC'. Teda plati

e - oG -5

Podla vety 4.1.3 mame

402 — 22 1

DN | —

Veta 4.1.4 Nech ABC je trojuholnik euklidovského priestoru E,. Nech
¢c=d(A, B), a=d(B,C), b=d(A,C) as=1(a+b+c). Potom

S(AABC) = \/5(s —a)(s = b)(5 — ).
Dokaz. Podla definicie 4.1.1 a lemy 1.3.1 mame
SAAABC) = (B A4)x (O - A)|f =
= LB APIC— AP~ (B~ 4) - (€~ A)) =
= (@ (B 4)-(C - A)).
Kede podla vety 1.2.2 plati

(B=A)-(C=A)=(IB= A +[IC— AP = |(B-A4) = (C = AP,

1
2

potom dostavame

2 2 2\ 2

(2¢b — (0> + ¢ — a®)) (2cb + (b* 4 ¢ — a®)) =

= (a®> = (b—=0¢)?) ((b+¢)*—a®) =

a—b+c at+b—c b+c—a b+cHta
2 2 2 2 '
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Kedze s = 2(a+ b + ¢), potom méame
S2(AABC) = s(s — a)(s — b)(s — ¢).

Teda

S(ANABC) = \/s(s — a)(s — b)(s — ).

q.e.d.

Poznamka. Rovnost S(AABC) = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢) zvykneme nazyvat

Herénov vzorec.

Priklad 4.1.4 Vypoditajte obsah trojuholnika ABC, ak st dané dlzky stran,
a) 3, 4, 5;
b) 3, 5, 10.

Riesenie. a) Kedze s = %(3 + 4+ 5) = 6, potom podla vety 4.1.4 plati

S(AABC) = /6(6 — 3)(6 — 4)(6 — 5) = 6.

b) KedZe s = (34 5+ 10) =9, potom podla vety 4.1.4 plati

S(AABC) = /9(9 — 3)(9 — 5)(9 — 10) = /—216.

Odmocnina zo zaporného ¢isla nie je definovana, teda takto zadany trojuholnik

neexistuje.
Priklad 4.1.5 Vypocitajte obsah trojuholnika ABC, ak A = [-3,-2|, B =
[—1,4] a fazisko T = [—1,3] .

Riesenie. Nech p je priamka prechadzajica bodmi A a B (vid obr. 31). Teda

Obr. 31:

B — A = (2,6) je smerovy vektor priamky p a 77 = (—3,1) je jej normélovy vektor.

Vseobecné vyjadrenie priamky p potom je
—3r+y—7=0.

Podla definicie vzdialenosti dvoch bodov dostédvame

d(A,B) = /(=1 +3)2 + (4 + 2)2 = 2V/10.
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Stred tsecky AB mé stradnice S = [—2,1]. Teda vektor T — S = (I,1).

Kedze fazisko rozdeluje faznice trojuholnika v pomere 1 : 2, pre bod C' plati
C=S+3(T-95).
Cize dostavame

3 4’
Vzdialenost bodu C' a priamky p je podla vety 3.1.4 rovnéa

1 1
o~ [raraliral] <[]

—3-B 4127 59/10
d(C,p) = | 4 | = \/_
(=32 +12 40
Podla vety 4.1.3 dostavame
1 59v10 59
S(AABO):§-2-\/1_0- i{)_:?

Cvicenia

4.1.1 Vypocitajte obsah trojuholnika ABC', ak
a) A=[2,3], B=[-3,5], C =[—1,6];

b) A=[-1,1], B=[5,4], C = [2,7];

c) A=[-2,1,-1], B=16,5,0], C =[1,6,2];

d) A=10,2,5], B=1[4,0,2], C =[5, 3,0].

4.1.2 Vypoditajte obsah trojuholnika ABC, ak B— A = G—2b, C — A = 3G+ 20,
dl| = ||b]| = 6 a od(@,b) = .

4.1.3 Urcte obsah trojuholnika, ohrani¢eného priamkou 5x — 3y + 2 = (0 a strad-

nicovymi osami.

4.1.4 Body A = [5,1], B = [—2,2] st dva vrcholy trojuholnika, ktorého obsah je

10. Urcte stiradnice tretieho vrchola trojuholnika, ak viete, ze lezi na osi .

4.1.5 Urcte sturadnice vrchola C' trojuholnika ABC, ktorého tazisko lezi na osi x,
ak A=1[3,1, B=1[1,-3] a S(AABC) = 3.

4.1.6 Vypocitajte obsah rovnoramenného trojuholnika ABC' so zakladnou AB,
ak A =1[1,1], B =[3,2] a bod C lezi na priamke p : 3z + 4y — 2 = 0.

4.1.7 Urcte analytické vyjadrenie priamky, na ktorej lezi strana trojuholnika pre-
chadzajica bodom M, ak ostatné dve strany trojuholnika lezia na stiradnicovych
osiach z, y a obsah trojuholnika je S, ak
a) M = [12,6], S = 150;

b) M = [3,4], S = 24.
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Vysledky

4.1.1a) S=15b) S =3 c) Iv26,d) 1v/390. 4.1.2 § =72y2. 4.1.3 5 = Z.
4.1.4 C =[-8,0], C = [32,0]. 4.1.5 C = [5,2], C = [2,2]. 4.1.6 S = 210 4.1.7
a) 243y —30=10,32+4y —60 =0,3c—y—30 =0, 2—12y + 60 = 0, b)
dr + 3y — 24 = 0.

4.2 Obsah mnohouholnika

Pri vypocte obsahov mnohouholnikov budeme vychadzat z toho, Ze kazdy mno-
houholnik sa d& rozlozit na trojuholniky, prienikom ktorych je bud préazdna

mnozina, bod alebo tsecka.

Definicia 4.2.1 Obsahom mnohouholnika M rozumieme redlne cislo S(M), pre
ktore plati
a) ak M je trojuholnik ABC, tak

S(M) = S(AABC),

b) ak M = My U My, pricom My, My si mnohouholniky a M; N My je bud

prazdna mnoZina, bod alebo usecka, tak
S(M) = S(My) + S(M,).

Veta 4.2.1 Pre obsah S(ABCD) rovnobeznika ABCD v euklidovskom priestore
Es plati
S(ABCD) = ||(B—A) x (D —A)]|.

Obr. 32: Obsah rovnobeznika ABCD

Dokaz. Rovnobeznik ABC'D je zjednotenim trojuholnikov ABD a BC D, prie-
nikom ktorych je tisecka BD (vid obr. 32). Teda obsah rovnobeznika ABCD je
st¢tom obsahov trojuholnikov ABD a BCD. Cize méame

S(ABCD) = S(AABD) + S(ABCD,).
Podla definicie 4.1.1 plati

S(AABD) = %H(B ~ Ay x (D - A)].
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Kedze C —B=D—AaC— D = B— A, potom vyuZitim vlastnosti vektorového

sucinu a vety 4.1.1 mame

S(AABD) = ||(C~ D) x (C = B)|| = 3[(D~0) x (B~ O)] =
— S(ACDB) = S(ABCD).

Teda dostavame
1
S(ABCD) =2S(AABD) =2 5 (B —A)x (D—-A)].
q.e.d.

Priklad 4.2.1 Vypocitajte obsah rovnobeznika ABCD, ak A = [7,—5,6], B =
[9,—4,8] a D = [6,0,6].

Riesenie. Kedze B— A = (2,1,2) a D — A = (—1,5,0), potom podla vety 4.2.1
dostavame

S(ABCD) = ||(2,1,2) x (—1,5,0)|| = 15.

Priklad 4.2.2 Vypocitajte obsah pédfuholnika ABCDE, ak A = [0,0,5], B =
[1,-3,5], C =1[4,2,5], D =[7,5,5], E = [3,5,5].

Riesenie. Mnohouholnik ABCDFE je zjednotenim trojuholnikov ABC, ACD a
ADE (vid obr. 33).

Obr. 33: Kolmy priemet mnohouholnika ABCDFE do roviny xy

Prienik trojuholnika ABC' a trojuholnika AC'D je tisecka AC, prienik trojuhol-
nika ABC' a trojuholnika ADFE je bod A, prienik trojuholnika AC'D a trojuholnika
ADEF je tisecka AD.

Teda podla definicie 4.2.1 plati

S(ABCDE) = S(AABC) + S(AACD) + S(AADE).

Vypocitajme obsahy jednotlivych trojuholnikov.
Zrejme B— A = (1,-3,0) a C — A = (4,2,0), potom podla definicie 1.3.1 mame
(B—A)x (C—=A)=(0,0,14).

Podla definicie 4.1.1 plati

S(AABC) = %H(B A X (C— A = %\/02 TR =T
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Podobne D — A = (7,5,0), (C — A) x (D — A) = (0,0,6), a
aﬁmﬂnzémC—quD—Am:%ﬁ??ﬁ?@:a
Analogicky £ — A = (3,5,0), (D —A) x (E—A)=(0,0,20), a
S(AADE) = Z||(D — A) x (B — )| = VI + 0 1 20° = 10,
Teda mame
S(ABCDE) =7+ 3+ 10 = 20.
Cvicenia

4.2.1 Vypocitajte obsah rovnobeznika ABCD, ak A = [7,—5,6], B = [9,—4, §]
a C = [6,0,6].

4.2.2 Vypocitajte obsah rovnobeznika ABCD, ak C'—A = 36+5, D—B = d—>5b,
@l = 13l = 1 a 0d(d@,?) = =.

4.2.3 Vypocitajte obsah $tvorca, ak velkost jeho uhlopriecky je 6.

4.2.4 Vypoditajte obsah obdlZnika, ak velkost jeho uhlopriecky je 76 a odchylka

uhlopriecok je .

4.2.5 Vypocitajte obsah kosostvorca, ak d(A, B) = 4,3 a velkost polomeru vpi-

sanej kruznice je r =1, 2.

4.2.6 Vypocitajte obsah pravidelného desatuholnika, ak velkost polomeru jemu

opisanej kruznice je 26.

4.2.7 Vypocitajte obsah pravidelného p#fuholnika, ak velkost jeho uhlopriecky
je 50.

4.2.8 Vypocitajte obsah stvoruholnika ABC'D znazorneného na obr. 34.

Obr. 34: Stvoruholnik ABC'D

Vysledky

4.2.1 S =15.4.2.2 4V2. 4.2.3 S = 18. 4.2.4 S = 152. 4.2.5 S = 10,32. 4.2.6
S =260sinT.4.2.7 S = 2. 4.2.8 S = 3200 cotg 4T + 8985.

8sin
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5 Objemy mnohostenov

5.1 Objem Stvorstena

Definicia 5.1.1 Objemom Stvortena ABCD v priestore E3 rozumieme redlne c¢islo

V(ABCD), pre ktoré plati

V(ABCD) :%\(B—A,C—A,D—A)].

Priklad 5.1.1 Vypocitajte objem Stvorstena ABCD, ak A = [-3,—-2,5], B =
[-3,0,2], C =[-2,4,-3], D =[-7,6,6].

Riesenie. Kedze B — A =(0,2,-3),C — A= (1,6,—-8)aD— A= (—4,8,1),
potom podla definicie 5.1.1 plati

V(ABCD) = %\((0,2,—3)x(1,6,—8)-(—4,8,1))]:g.

Poznamka. Predosla definicia forméalne zavisi od poradia vrcholov stvorstena.
Nasledujtca veta ukazuje, ze poradie nie je podstatné. Pre ilustraciu dokazeme len

jednu rovnost.

Veta 5.1.1 Nech A, B, C, D su vrcholy stvorstena v euklidovskom priestore Eg.
Potom

V(ABCD) =V(ACDB).
Dokaz. Podla definicie 5.1.1 a z vlastnosti zmieSsaného stu¢inu dostavame
V(ABCD) — é|(B A C—AD— A =
= [~ A.D~A,B - A) = V(ACDB)
q.e.d.

Veta 5.1.2 Nech « je rovina obsahujica vrcholy A, B, C' stvorstena ABC'D. Po-
tom pre objem stvorstena ABCD plati

V(ABCD) = % S(AABC) d(D, ).

Dokaz. Oznaéme v = (B — A) x (C'— A). Nech ¢ je priamka kolmé na rovinu

Obr. 35:
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« a prechddzajica bodom D. Nech P je priese¢nik priamky ¢ a roviny « (vid obr.
35).

Podla definicie 5.1.1 mame
1
=

V(ABCD) = ¢ (B~ A.C — A, D~ A)|.

Kedze D — A= (D — P) + (P — A), potom podla vety 1.2.2 dostavame
V(ABCD) =

7-(D=P)+ (P -A)|=|v- (D= P)+7-(P—A)

| =

1
6
Vektory v a P — A st navzajom kolmé, teda ich skalarny sicin je rovny nule.
Cize
V(ABCD) — %w. (D= P)|.
Podla lemy 1.3.1 dostavame

VAABCD) = 26(- (D = P))* = 2 (IFPID = PIF = 7 (D = PYIP).

KedZe vektory ¢ a D — P su linedrne zavislé, potom ich vektorovy sucin je
podla dosledku 1.3.3 rovny nule. Velkost vektora je podla vety 1.1.2 nezdporné

realne cislo, teda dostavame
-
V(ABCD) = c|l9ll|D - P|.

Vzdialenost bodu D a bodu P (teda ||D — PJ|) je podla vety 3.2.1 rovna vzdia-
lenosti bodu D a roviny a. A podla definicie 4.1.1 plati ||7|| = 2S(AABC). Teda

V(ABCD) = é .2 S(AABC) - d(D, a) = %S(AABC’) d(D, ).
q.e.d.

Priklad 5.1.2 Vypoditajte objem Stvorstena ABCD, ak S(AABC) = 24,
D =[4,2,1] a rovina « : 5z — 4y + 3z = 0 prechddza bodmi A, B, C.

Riesenie. Vzdialenost bodu D a roviny « je podla vety 3.2.3 rovna

|54+ (—4).2+31  3V2

AD, )= Vi (423 2

Podla vety 5.1.2 mame

V(ABCD) = % L 24 - 37\/5 = 12V2.
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Obr. 36:

Priklad 5.1.3 Vypocitajte objem pravidelného stvorstena ABC'D so stranou

velkosti a.

Riesenie.
Kedze stvorsten ABCD je pravidelny, potom a = d(A, B) = d(A,C) =
=d(B,C) =d(A, D). Teda obsah trojuholnika ABC' je podla vety 4.1.4 rovny

stane) = () (T ) (T ) (T

V3a?

1

Vyska v rovnostrannom trojuholniku je kolmd na protilahli stranu a zarovern
spaja vrchol so stredom protilahlej strany (je zaroven aj faznicou trojuholnika).
Ozna¢me S stred strany BC' (vid obr. 36). Z pravouhlého trojuholnika ASB po-

mocou Pytagorovej vety vypocitame vzdialenost bodov A a S. Teda

d*(A,S) = d*(A,B) —d*(S,B)
V3a

d(A,8) = =

Ak T je tazisko trojuholnika ABC, tak plati

AAT) = Sd(AS)

V3a

dAT) = X

Z pravouhlého trojuholnika ATD pomocou Pytagorovej vety mame

d(D,T)* = d(A,D)?—d(AT) =ad*>— —

d(D,T) = \/5“.

Vzdialenost bodu D a roviny obsahujtcej trojuholnik ABC' je rovné vzdiale-
nosti bodov D a T'. Cize podla vety 5.1.2

L V3 o Voo _v2

V(ABCD) =

34 3 12
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Cvicenia

5.1.1 Vypocitajte objem stvorstena ABCD, ak

a) A= [_37_275]7 B = [_37072]7 C - [_2747 _3]7 D = [_77676]7
b) A=[1,2,0], B=[1,1,1], C =[0,-1,2], D = [2,2,0};

c) A=1[1,-1,2], B=12,0,-2], C =[3,-2,0], D =[1,1,1].

5.1.2 Objem Stvorstena ABCD je V = 5. Tri jeho vrcholy si A = [2,1, —1],
B =13,0,1], C = [2,—1, 3]. Vypocitajte siradnice vrchola D, ktory lezi na osi y.

5.1.3 Stvorsten ABC'D m4 objem V = 2. Jeho tri vrcholy st A = [2,1, 3],
B = [3,3,2], C = [1,2,4]. Vypo¢itajte stradnice $tvrtého vrchola D, ak lezi na

08l z.

5.1.4 Vypocitajte objem Stvorstena ABCD, ak A = [1,1,1], B = [1,—1,0],
C = 0,0,1], D € p, pricom p : x = 1+ (v/3 —2)t,y = t,z = 1 a odchylka
priamky obsahujtcej hranu AD a roviny ABC je .

Vysledky
51.1a)V=4Db)V=2c¢V=23512D=][0,-70,D=/0,80].5.1.3

D =1[0,0,9], D =[0,0,1]. 5.1.4 2-(5 — /3).

5.2 Objem mnohostena

Definicia 5.2.1 Objemom mnohostena M rozumieme redlne ¢islo V (M), pre ktoré
plati:
a) ak M je stvorsten ABCD, tak

V(M) = V(ABCD),

b) ak M = MyUMs,, pricom My, My si mnohosteny a MiNMs; je prazdna mnoZina,

bod, tsecka alebo mnohouholnik tak
V(M) = V(M) + V(My).

Veta 5.2.1 Nech M je mnohouholnik priestoru Es3, nech a je rovina obsahujica
mnohouholnik M. Nech R je bod euklidovského priestoru nepatriaci . Potom pre

objem ihlana I s podstavou M a vrcholom R plati

V() = %suw) d(R, o).
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Dokaz. Nech M je k-uholnik A As... A, k > 3. Dokaz urobime indukciou
vzhladom na k.

I. Nech k£ = 3. Teda M je trojuholnik A;A3As. Thlan s podstavou A;A5A3 a
vrcholom R je $tvorsten A; Ay A3 R. Teda objem ihlana I je rovny objemu stvorstena
A1 A3 AsR. Podla vety 5.1.2 mame

V) = %S(M) d(R, o).

II. Predpokladame, ze veta plati pre ihlany s f-uholnikovou podstavou, kde 3 <
t<k.

Ihlan I je zjednotenim Stvorstena A;A; A3R a ihlana A; Az ... AxR. Pricom ich
prienikom je trojuholnik A; A3R.

Podla definicie 5.2.1 mame
V(I) =V (A1A2A3R) + V(A1 A; ... AkR).
Vyuzitim indukéného predpokladu dostavame

V() = %S<A1A2A3) d(R,a) + % S(Ai1A;z ... Ay)d(R,a) =

_ %d(R, Q) (S(A1A2As) + S(A1As ... Ay).

KedZe mnohouholnik M je zjednotenim trojuholnika A; Ay Az a (k—1)—uholnika
AjAs ... A, pricom ich prienik je tisecka A; Az, potom podla definicie 4.2.1 dosta-

vame

S(M) = S(A1A3As) + S(A1As ... Ay).

Teda mame

V(I) = %sw) d(R, ).
q.e.d.

Priklad 5.2.1 Vypocitajte objem ihlana [ s podstavou M a vrcholom R, ak
S(M) = 30, R = [3,2,1] a rovina « : 4 — 5y — z — 3 = 0 obsahuje podstavu
M.

Riesenie. Vzdialenost bodu R a roviny « je podla vety 3.2.3 rovné

 [43-52-11-3] V42

e (2 (-1 21
Teda podla vety 5.2.1 dostavame

1 V42 10+/42
V() ==-30 Y22 = .
3 21 21

d(R,«)
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Veta 5.2.2 Nech ABCDEFGH je rovnobeznosten euklidovského priestoru Es.
Potom pre objem rovnobeznostena ABCDEFGH plati

V(ABCDEFGH) = |(A— B,C — B,F — B)|.

Obr. 37: Rovnobeznosten ABCDEFGH

Dokaz. Ozna¢me M rovnobeznosten ABC'DEFGH . Rovnobeznosten M mozno
rozloZif na Sest Stvorstenov ABCF, CDAF, ADEF, EFGD,GHED, GFCD (vid
obr. 37), pricom prienik kazdej dvojice Stvorstenov je tisecka alebo mnohouholnik.

Cize podla definicie 5.2.1 plati

V(M) = V(ABCF)+V(CDAF)+V(ADEF)+V(EFGD)
+ V(GHED) + V(GFCD).

Podla definicie 4.1.1 a vyuzitim vlastnosti vektorového sucinu plati
SIBABC) = (B A) x (C - A,
S(ACDA) = Z](D-C) x (A=) = 5|(C = D) x (C - A),
SISEFG) = SI(F-E)x (G- B,
S(AGHE) = S|(H ~G) x (B~ G)| = 5|(G ~ H) x (G~ B)|,
KedZze B—A=C—-D=F—-FE=G—-HaC—-—A=(G— E, tak dostavame
S(AABC) = S(ACDA) = S(AEFG) = S(AGHE).
Podobne podla definicie 4.1.1 a vyuZzitim vlastnosti vektorového stc¢inu plati
S(AADE) = [[(D—A) x (B~ A)],
SIAGFC) = ZI(F=6) x (C =)l = 3G — F) x (G = C)]|
Kedze D —A=G—FaE—A=G— C, potom plati
S(AADE) = S(AGFC).
Analogicky

S(AADF) = S(AGFD).
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Velkosti vySok a obsahy podstav stvorstenov ABCF, CDAF, EFGD, GHED
st rovnaké a tiez velkosti vySok a obsahy podstav Stvorstenov ADEF, GFCD st
rovnaké a podobne velkosti vySok a obsahy podstav Stvorstenov ADFC, GFDE
su rovnaké.

Podla vety 5.1.2 dostavame
V(ABCF) = V(CDAF) = V(EFGD) = V(GHED),

a zaroven

V(ADFC) = V(GFDC),

a tiez

V(GFCD) = V(ADEF).

KedZe podla vety 4.1.1 vypocet objemu Stvorstena nezévisi na poradi vrcholov,
potom plati V(CDAF) =V(ADFC) a V(GFDC) = V(GFCD). Teda mame

V(ABCF) =V(CDAF)=V(EFGD)=V(GHED) =V(ADEF) = V(GFCD,).
Cize

V(M) = 6V(ABCF) = 6V(BACF) = |(A— B,C — B,F — B)|.

Priklad 5.2.2 Vypocitajte objem rovnobeznostena ABCDFEFGH, ak
A=[-1,2,-4], B=1[2,3,0, D = [~2,7,—4], E = [1,—1, —6].

Riesenie. Kedze B— A = (3,1,4), D— A = (-1,5,0), E— A = (2,-3,—2), potom
podla vety 5.2.2 méme

V(ABCDEFGH) = |((3,1,4), (—1,5,0), (2, -3, 2))| = 60.

Veta 5.2.3 Nech ABCDEFGH je rovnobeznosten euklidovského priestoru Es a
a je rovina obsahujica body A, B, C a D. Potom pre objem rovnobeznostena

ABCDEFGH plati
V(ABCDEFGH) = S(ABCD) d(F, ).
Dokaz. Oznaéme U = (A — B) x (C' — B). Nech ¢ je priamka kolm4 na rovinu

a a prechadzajiuca bodom F'. Nech P je priesecnik priamky ¢ a roviny a.
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Podla vety 5.2.2 mame
V(ABCDEFGH) = |(A— B,C — B,F — B)|.
Kedze F — B = (F'— P) + (P — B), potom podla vety 1.2.2 dostavame
V(ABCDEFGH) = |- (F — P)+ (P — B))| = |7- (F — P) +7- (P — B)|.

Vektory v a P — B st navzdjom kolmé, teda ich skaldrny sacin je rovny nule.
Cize
V(ABCDEFGH) = |U- (F — P)|.
KedZe vektory v a F' — P st linedrne zavislé, potom plati

V(ABCDEFGH) = |[4]||F — P|.

Vzdialenost bodu F' a bodu P (teda ||D — P||) je podla vety 3.2.1 rovna vzdia-
lenosti bodu E a roviny «. Podla vety 4.2.1 plati ||9]| = S(ABCD). Teda

V(ABCDEFGH) = S(ABCD)d(F, «).
q.e.d.

Priklad 5.2.3 Vypocitajte objem rovnobeznostena ABCDEFGH,
ak S(ABCD) =69, E = [2,3,—1] arovina a : 2z — 4y + 7z — 1 = 0 prechadza
bodmi A, B, C a D.

Riesenie. Vzdialenost bodu E a roviny « je podla vety 3.2.3 rovna

A(E, ) = 22+ (—4).3+7.(-1)—1 16V69
U /2 (A 69

Podla vety 5.2.3 mame

1
V(ABCDEFGH) = 69 - 66*2@ = 16v/69.

Priklad 5.2.4 Vypocitajte objem pravidelného stvorbokého
hranola ABCDEFGH, ak odchylka telesovej uhlopriecky hranola a podstavy je 3
a velkost hrany podstavy je 10.

Riesenie. Kedze podstavou hranola je $tvorec ABCD, potom podla defini-

cie 4.2.1 a vety 4.1.2 mame

S(ABCD) = 2(AABC) = 2 - % .10 10 - sing = 100.
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Dizku strany AC' vypocitame pomocou Pytagorovej vety z pravouhlého troju-
holnika ABC'. Teda
d(A,C) =102 + 102 = 10V2.

Vzdialenost bodu E a roviny « je rovna vzdialenosti bodov E a A. Troju-
holnik ACFE je pravouhly a teda vzdialenost bodov E a A vypocitame pomocou

goniometrickej funkcie tangens. Cize
d(A, E) = d(A, C) tgg — 10V/6.
Podla vety 5.2.3 mame

V(ABCDEFGH) = 100.10.v/6 = 1000v/6

Cvicenia
5.2.1 Vypocitajte objem rovnobeznostena ABCDEFGH, ak

a) A = [37 47 0]7 B = [97 57 _1]7 D = [1777 1]7 E - [3’ 27 5];
b) A=[1,2,1], B=1[7,3,0], D =[-1,5,2], E = [1,0,6].

5.2.2 Vypocitajte objem kocky, ktorej dve steny lezia v rovinach
a)2x —2y+z2+5=0,2r —2y+2+2=0;
b) 3z —42+8=0,6x —82—-4=0.

5.2.3 Vypocitajte objem kolmého hranola, ak

a) velkost vysky je 60,8 a podstava je pravouhly trojuholnik s odvesnami velkosti
40,4 a 43;
b) velkost vysky je 17,5 a podstava je rovnoramenny trojuholnik, velkost zakladne
je 5,8 a velkost ramena je 3,7,
c) velkost vysky je 9,6 a podstava je rovnostranny trojuholnik so stranou velkosti
48.

5.2.4 Vypocitajte objem kolmého pravidelného Sestbokého ihlana, ak velkost
hrany je 1,8 a velkost vysky je 2.4.

5.2.5 Pravidelny stvorboky ihlan ABC' DV mé vrchol v bode V' = [3, —1, 6], hrana
CD lezi na priesecnici rovin p : 3z +3y + 2 =0, v + y + 2 — 2 = 0. Objem ihlana
je 18, odchylka priamky obsahujticej hranu AV a priamky obsahujicej hranu V'
je 5. Vypocitajte stiradnice ostatnych vrcholov ihlana ABCDV'.
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Vysledky

5.2.1 a) 108, b) 108. 5.2.2 a) 1, b) 8. 5.2.3 a) 52,8; b) 116,6; c) 95,8. 5.2.4
V =6,74.5.25 A= [-1,-27, B=1[2-57,C =[3,-4,3], D = [0,-1,3],
A=1[3,2,3, B=1[6,-1,3], C =[3,-4,3], D =[0,—1,3].
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